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1 Einleitung

1 Einleitung

Im Jahr 1905 hat Rogowski in [1] eine Methode zur Bestimmung der Streuinduktivititen
von Transformatoren beschrieben. Allerdings berubt sein Modellansatz auf der Annahme
von Gleichstromfeldern. Dariiber hinaus sind fiir die Wicklungsgestaltung geometrische
Voraussetzungen getroffen worden, die nur eingeschréinkt auf moderne Leistungstransfor-
matoren iibertragen werden kénnen. Man kann sich in der Praxis dadurch behelfen, dass
man Erfahrungsfaktoren einfiihrt, die eine Kompensation der systematischen Fehler in der
Formel von Rogowski bewirken. Jedoch bei Sonderkonstruktionen wie z.B. Doppelstock-
Transformatoren ist die Rogowski-Methode praktisch nicht mehr aussagefshig.

Neben diesen einfachen analytischen Formeln bietet heute die fortgeschrittene Rechner-
technik die Moglichkeit, nummerische Verfahren zur Streuinduktivitétsbestimmung mittels
einer Feldberechnung einzusetzen. Am Gebréuchlichsten sind dabei die Methode der finiten
Elemente und die Methode der finiten Differenzen. Wahrend sich bei diesen beiden Ver-
fahren alle Windungen eines Transformators auch heute nicht annihernd erfassen lassen,
ist dieses Ziel mit der in dieser Arbeit vorgestellten Randelementmethode selbst bei grofien
Leistungstransformatoren durchaus realistisch. In diesem Zusammenhang wird untersucht,
wie detailliert eine Modellierung sein muss, um hinreichend genaue Ergebnisse zu liefern.

Als Grundlage fiir die Berechnungen mit der Randelementmethode verwendet man wie bei
Rogowski ein zweidimensionales Transformatorenmodell, in dem die Transformatorwindun-
gen abgewickelt werden. Sogar dieses relativ einfache zweidimensionale Modell eignet sich
bereits zur Berechnung der magnetischen Felder und liefert wertvolle Aussagen. Mathema-
tisch wird das Feldproblem durch eine Randwertaufgabe beschrieben, die mit der Randele-
mentmethode geldst wird. Dabei wird das Vektorpotential auf den.Rindern diskretisiert.
Bei realen Nachbildungen ergeben sich grofie lineare Gleichungssysteme, die zu mehr als der
Hilfte besetzt sind. Gerade fiir diese Aufgabe ist der kontinuierliche Zuwachs an Rechenlei-
stung in der Vergangenheit von besonderer Bedeutung.

Aus der Losung solcher grofien Gleichungssysteme ergeben sich in einfacher Weise die in-
duktiven Kopplungen der Transformatorwindungen. Diese wiederum ermoglichen es, die
Streuinduktivitdten ohne Erfahrungsfaktoren allein aus den Entwurfsparametern zu bestim-
men. In dhnlicher Weise sind auch Nullinduktivitdten und Kurzschlussverluste, jedoch nicht
die Eisenverluste, berechenbar. Neben zwei Transformatoren herkdmmlicher Bauart werden
auch ein Doppelstock-Transformator sowie zwei Folientransformatoren untersucht. Dabei
reicht der Leistungsbereich vom 50-kVA-Transformator im Praktikumsbetrieb bis zum 63-
MVA-Leistungstransformator.

Als Erweiterung der Streuinduktivititsberechnung wird eine Kraftberechnung fiir beliebige
Wicklungsgeometrien diskutiert, die ohne eine nummerische Integration {iber die Leiter-
querschnitte auskommt. Auch hier werden mit der Randelementmethode Konstruktionen
untersucht, bei denen auf Rogowski basierende Rechnungen ohne Erfahrungswerte nicht
mehr angewendet werden kénnen.

Durch die Verallgemeinerung des Feldproblems zu einem Netzproblem unter Hinzunahme
von kapazitiven Kopplungen zwischen den Leitern kénnen Frequenzginge von Transforma-
torenmodellen mit realistischen Induktivitdten und Kapazitdten bei realititsnahen Win-
dungszahlen ermittelt werden. Diese Frequenzginge gestatten es, die Eigenfrequenzen der
Modelle zu bestimmen. Weiterhin sind Einblicke in Vorgéinge innerhalb der Wicklungen bei
den Eigenfrequenzen moglich. Eine Analyse der Stromverteilungen in den Windungen soll




die vom magnetischen Feldbild her bekannten Eigenformen auch in der Stromverteilung auf-
zeigen. Dabei konnen diese Eigenformen bis in den Frequenzbereich untersucht werden, in
dem einzelne Windungen gegeneinander schwingen.

In der vorliegenden Arbeit werden die heute verfiigbaren Rechner eingesetzt, um die in [2] be-
schriebene Randelementmethode praxisnah anzuwenden. Dabei werden die in [3] dargestell-
ten theoretischen Grundlagen zur Berechnung von Streuinduktivititen und Frequenzgingen
angewendet. Wihrend in [3] die Rechnungen noch auf kleine Modelle beschrinkt bleiben,
kénnen nun fast vollstdndige Transformatorenmodelle untersucht werden, um die Moglich-
keiten und Grenzen des zweidimensionalen Modells herauszuarbeiten. Dariiberhinaus kom-
men erweiterte Berechnungsméglichkeiten wie die Berechnung der Kurzschlussverluste, der
Nullinduktivititen oder der Wicklungskriifte hinzu. Zunichst wird jedoch auf die Feldbe-
rechnung eingegangen.




2 Losung eines Randwertproblems mit der Randelementmethode

2 Losung eines Randwertproblems mit der Randele-
mentmethode

In dieser Arbeit werden die erforderlichen Feldberechnungen mit der Randelementmethode
(englisch boundary element method) — wie in [2] beschrieben — durchgefithrt. Diesem Verfah-
ren liegt ein Randwertproblem zu Grunde, welches zunéchst erldutert wird. Anschliefiend
wird die Losung des Randwertproblems durch Diskretisierung der Leiterrinder in Rand-
elemente betrachtet. Es ergibt sich dabei ein lineares Gleichungssystem, das mit einem fiir
grofie Blockmatrizen angepassten Gaufi-Algorithmus geldst wird. Nach der Erlduterung die-
ses Verfahrens werden die Méglichkeiten diskutiert, die erhaltene Lisung auszuwerten.

2.1 Formulierung des Randwertproblems

Zunichst wird gezeigt, dass sich das Randwertproblem aus einer Vielzahl von Helmholtz-
schen Differentialgleichungen und einer Laplaceschen Differentialgleichung zusammensetzt.
Zu verkniipfen sind diese Gleichungen durch Randbedingungen an den Grenzflichen und im
Unendlichen. Grundlage dieser Uberlegungen ist das im Folgenden erliuterte Modell eines
Transformators.

2.1.1 Beschreibung des verwendeten zweidimensionalen Modells

In [3] ist die Randelementmethode fiir das vorliegende Problem spezialisiert worden. Prin-
zipiell wird es in Querschnittsflichen von in z-Richtung unendlich langen Leitern in der
zy-Ebene modelliert. Solche Leiter weisen aus Griinden der Symmetrie nur parallelebene
magnetische Felder auf, die nicht von der z-Koordinate abhiingen. Sie liegen nur in der
zy-Ebene; daher kann das ganze Problem — Geometrie und Felder ~ allein in dieser Ebe-
ne beschrieben werden. Ein solches Modell kann naturgemiB langgezogene Leiteér wie z.B.
Leitungen nachbilden, aber es eignet sich auch zur Darstellung von Transformatoren oder
Wandlern.

Diese Betriebsmittel weisen einen Eisenkern auf, dessen Schenkel wesentlich das magnetische
Feld prégen. Der Schenkel mit den konzentrisch um diesen gewickelten Windungen sowie die
entstehenden Felder bilden ein weitestgehend rotationssymmetrisches System, das man sich
- wie in Abbildung 2.1 veranschaulicht ~ abgewickelt vorstellen kann. Jede Windung wird
vorne und hinten durchtrennt. Beide Teile werden zu einem geraden Leiter in z-Richtung ab-
gewickelt. Betrachtet wird nur dessen Schnittfiiche mit der zy-Ebene. Mit der Abwicklung
iberfithrt man das dreidimensionale rotationssymmetrische Feldproblem in ein zweidimen-
sionales parallelebenes Problem. Im weiteren Verlauf der Arbeit werden die diskutierten
Ergebnisse zeigen, dass dieser Schritt bei Leistungstransformatoren eine zuléssige Néherung
darstellt.

Wie schon angedeutet sind von der Geometrie der Leiter nur die Querschnitte in der zy-
Ebene relevant; diese sollen stiickweise glatt berandet sein. Fiir reale Leiter stellt dies keine
Einschrdnkung dar. Es werden insgesamt N von solchen Leiterquerschnitten modelliert. Bei
einem Transformator muss man neben den Windungen auch den Eisenkern darstellen. Die
physikalischen Eigenschaften eines jeden Leiters n mit 1 < n < N werden durch seine elek-
trische Leitfahigkeit o, und seine relative magnetische Permeabilitit p,, festgelegt, die iiber



2.1 Formulierung des Randwertproblems

Bild 2.1: Abwicklung einer konzentrisch gewickelten Windung. (1) Auftrennen der Windung, (2) Abwicklung,
(3) Querschnittsfliche in der zy-Ebene.

die gesamte Querschnittsfliche als konstant angenommen werden. Beide Groflen miissen
endliche Werte annehmen.

Neben den Leitern bestehen Transformatoren natiirlich auch noch aus weiteren Materialien,
die sich zwischen den Leitern befinden und meistens zur Isolation dienen. Die wesentlichen
Isolatoren sind in diesem Fall O1 und Kunststoffe sowie auch Luft. Allen diesen Materialien
ist gemeinsam, dass sie keinen Einfluss auf das magnetische Feld ausiiben. Sie weisen eine
relative Permeabilitdt von u, = 1 auf. Daneben ist ihre elektrische Leitfihigkeit als Isola-
tor durch ¢ = 0 gegeben. Diese gemeinsamen Eigenschaften erlauben es, die Gruppe der
nicht-magnetischen Isolatoren wie ein Material zu behandeln. Deshalb wird hier nur noch
undifferenziert von Isolierung gesprochen.

Eine Einschrinkung des hier verwendeten Modells besteht darin, dass sich keine zwei Leiter-
querschnitte beriihren diirfen. Zwischen ihnen muss sich immer ein endlicher Zwischenraum
aus einer Isolierung befinden. Dieses entspricht bei Leistungstransformatoren den tatséchli-
chen Verhiltnissen und stellt damit keine Beeintrichtigung dar. Andererseits diirfen sich die
verschiedenen Isolationsmaterialien direkt beriihren, weil sie - im Hinblick auf das untersuch-
te Feldproblem — identische Eigenschaften aufweisen. So bildet z.B. eine Kunststoffisolierung
um einen Leiter mit dem sie umgebenden Ol eine Fliche.

Zu beachten ist, dass die modellierten Leiter durchaus Hohlrdume — wie z.B. die Fenster eines
Eisenkerns — aufweisen konnen. In den Fenstern diirfen weitere Leiter liegen, die wiederum
Fenster haben kénnen. So lassen sich auch Transformatoren mit einem Kessel nachbilden
(siehe Bild 2.2). Dieses recht grobe Modell besteht aus drei Lagen fiir die Unterspannungs-
wicklung, 56 Scheiben in der Oberspannungswicklung und je einer Lage fiir Grob- und
Feinstufenwicklung. Der Kessel ist gestrichelt angedeutet.

Nachdem die Geometrie und die physikalischen Eigenschaften des Modells festgelegt worden
sind, muss noch die Anregung definiert werden. In jeden Leiter n soll ein harmonischer Strom
mit der Amplitude I, eingeprigt werden. Die Frequenz f ist bei allen Strémen identisch.
Dieser Strom ist als integrale GréBe iiber die gesamte Leiterfliche zu verstehen. Allerdings



2 Losung eines Randwertproblems mit der Randelementmethode
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1: Luft auBerhalb

2: Isolation zwischen Kessel
und Eisenkern

3: Isolation in den Fenstern
im Eisenkern

Bild 2.2: Darstellung der Querschnittsebene eines 110-kV-/10-kV-Transformators. Die Bereiche 1,2,3 kenn-
zeichnen Nichtleiter.

weicht durch die ebenfalls zu beriicksichtigenden Wirbelstrome die lokale Stromverteilung
von der mittleren Stromdichte im Leiter ab und ist noch zu berechnen. Reine Oberflichen-
strome an den Réndern der Leiter sind nicht zugelassen.

Nur prinzipiell stimmt das hier beschriebene Modell mit dem von Rogowski in [1] einge-
schlagenen Weg iiberein. So sind die strengen Einschrinkungen Rogowskis beziiglich Form
und Lage der Windungen aufgehoben. Es sind auch deutlich von Rogowskis Geometrie
abweichende Konstruktionen wie Bandtransformatoren oder Doppelstock-Transformatoren
berechenbar. Weiterhin kann im Gegensatz zu Rogowski ein Kessel beriicksichtigt werden.
Zuletzt ist die Wahl der Stromeinprigung freigestellt. Es miissen nicht alle Leiter tatsichlich
mit Strom beaufschlagt sein.

Ausgehend von den Maxwellschen Gleichungen wird nun das bereits erwihnte Randwertpro-
blem formuliert. Dazu werden Helmholtzsche Differentialgleichungen sowie eine Laplacesche
Differentialgleichung abgeleitet.

2.1.2 Ableitung der Helmholtzschen Differentialgleichungen

Bekanntlich bilden das Faradaysche Induktionsgesetz

E=-—B 2
VxE preit (2.1)
das Amperesche Durchflutungsgesetz
e n s B
3,9 2
VxB=8+5D, (22)



2.1 Formulierung des Randwertproblems

und

o

V-B=0, (2.4)
die Maxwellschen Gleichungen. Darin bedeuten E die elektrische Feldstirke, H die magneti-
sche Feldstirke, B die magnetische Induktion sowie S die elektrische Stromdichte. Zusétzlich
werden flr die Feldberechnung das ohmsche Gesetz

S=0E (2.5)
und die Materialgleichung
=uH (2.6)

mit der elektrischen Leitfdhigkeit o und der magnetischen Permeabilitdt 4 verwendet. Au-
flerdem werden in dieser Arbeit nur Felder mit harmonischer Zeitabhingigkeit betrachtet,
50 dass aD—JwD gilt. Die Kreisfrequenz w soll klein genug sein, damit jwD gegenuber 3
vernachléssigt werden kann. Deshalb muss im Folgenden die Verschiebungsstromdichte 2 2D
aus Gleichung (2.2) nicht weiter beriicksichtigt werden. Das Amperesche Durchflutungsge-
setz geht dann idber in

VxH=3. (2.7)
Mit der iiblichen Definition
B=Vx4 (2.8)

ergibt sich die magnetische Induktion B aus dem Vektorpotential A Die Existenz eines
Vektorpotentials, das Gleichung (2.8) erfiillt, ist durch die Maxwellsche Gleichung (2.4)
gewihrleistet. Aus dem Vektorpotential A konnen alle weiteren FeldgréSen bestimmt wer-
den. Mit der Beziehung {2.1) folgt durch Einsetzen der Definition (2.8)
- I I |

=VxE+zB=VxE+ m(vm) (2.9)
Wegen der harmorischen Zeitabhingigkeit sind alle Grofien zeitlich beliebig oft differenzier-
bar. Die rdumlichen Ableitungen von A sind wegen der Zusammenhange (2.8) und (2.1)
mindestens bis zur zweiten Ableitung gesichert. Bei der somit vorhandenen zweimaligen
Differenzierbarkeit von A diirfen die Differentiationen vertauscht werden:

= [ BN\ = fm
o_vX<§+aA)=vX(ﬁ+w@. (2.10)

Nach [4] impliziert diese Eigenschaft die Existenz eines skalaren Potentials ¢, fiir dessen
Gradienten jdz

V¢ (z,v,2) = —E (z,y) - jwi (z,y) (2.11)
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gilt. Ersetzt man mit Gleichung (2.11) E im ohmschen Gesetz (2.5), so erhiilt man

-

=gE=-0 (jwﬁ-{— 69) . (2.12)

nt

Schlieflich eliminiert man damit die Stromdichte S aus der Poissonschen Differentialglei-
chung der Magnetostatik (vgl. [4]):

AL = —MS = o (ij+ 6?) . (2.13)

In dieser Arbeit werden allein ebene Felder in der zy-Ebene betrachtet. Aus Symmetrie-
griinden kann man das Vektorpotential A in der Form

0 . .
4, (z,y)

ansetzen. Es geniigt sowohl der vierten Maxwellschen Gleichung (2.4) als auch der Coulomb-
Eichung

-

v -

)

=0, (2.15)

wie u.a. in [3] gezeigt ist. Fiir eine zweidimensionale Geometrie besitzt neben dem Vektorpo-
tential A auch das elektrische Feld E nur eine z-Komponente. Somit werden die z- und die
y-Komponenten des Gradienten (2.11) identisch Null, wihrend die z-Komponente nur noch
von z und y abhéngt. Damit muss die zweite Ableitung in 2-Richtung auch verschwinden,
so dass die z-Komponente des Gradienten ﬁg mit einer noch zu bestimmenden Konstanten
K als i

Vo =jwK (2.16)

geschrieben werden kann. Durch diese Konstante ergibt sich die z-Komponente der Diffe-
rentialgleichung (2.13) zu

A4, (z,y) = jwuo (4, (z,y) + K) = 0. (2.17)

Beriicksichtigt man AK = 0, so gilt

(A = jwpo) (4, (z,y) + K) = 0. _ (2.18)

In dieser Form entspricht die Gleichung einer Helmholtzschen Differentialgleichung . Sie gilt
jedoch nur innerhalb eines Mediums mit konstantem g und 0. Bei dem hier betrachteten Mo-
dell hat man verschiedene Medien mit unterschiedlichen physikalischen Eigenschéften. Man
muss daher jedem Leiter eine eigene Konstante K, zuweisen. Damit ergibt sich abschlieflend
fiir die n-te Leiterquerschnittsfliiche die giiltige Helmholtzsche Differentialgleichung

(A = jwpnon) (4, () + K,) =0 firl<n<N (2.19)
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mit der Anzahl der Leiter N. Auflerhalb der Leiter, also in der umgebenden Isolierung, folgt
aus Gleichung (2.19) mit der Isolationsbedingung ¢ = 0 der Spezialfall einer Laplaceschen
Differentialgleichung

A4, (z,y) =0. (2.20)

Den gesamten Raum der Isolierung beschreibt nur eine einzige Laplacesche Differentialglei-
chung. Daher werden fiir das aus N Leitern bestehende Problem eine Laplacesche und N
Helmholtzsche Differentialgleichungen benétigt. Die Differentialgleichungen miissen durch
die nachfolgenden Stetigkeitsbedingungen verkniipft werden. Bei diesen Bedingungen han-
delt es sich im mathematischen Sinn um Randbedingungen.

2.1.3 Formulierung der Randbedingungen

Als erste Stetigkeitsbedingung soll das Verhalten der Tangentialkomponente H der ma-
gnetischen Feldstirke H beim Ubergang von einem Medium mit der Permeablhtat 1 in
ein anderes mit der Permeabilitit u, untersucht werden. GemiaB [4] erfolgt dieser Uber-
gang stetig, sofern in der Grenzfliche — wie vorausgesetzt — keine Flichenstrome flieflen.
Mathematisch kann der Sachverhalt durch

0= (Ez - E1) X 7l (2.21)

beschrieben werden, wobei 7 den Normalenvektor der Grenzfiiiche darstellt. In dem hier ver-
wendeten zweidimensionalen Modell sind die betrachteten Grenzflichen zwischen zwei Me-
dien in z-Richtung unendlich ausgedehnt (vgl. Abbildung 2.1), so dass der Normalenvektor 7
immer senkrecht zur z-Richtung stehen muss. In diesem Fall ergibt sich ein Normalenvektor
der Form

LY
= n, |. (2.22)
0 .

Mit H, wird die magnetische Feldstirke an einem Punkt (z;,y;) bezeichnet. Dieser Punkt
liegt im Medium 7 so dicht an der Grenzfliche, dass die Punkte {z1,%:) und (za,¥2) nur
einen infinitesimal kleinen Abstand voneinander aufweisen. An diesen Punkten ergibt sich
aus dem Bisherigen die Grofle der magnetischen Feldstérke zu

0
L e 1= ls = 14 1o
2 % 2B 2V« A,y 2~V x 0
Hi Hi H Az(ziyyi)
1 a%éﬁz(mi)yi)
= ~Z4, (zu) |- (2.23)
' 0

Setzt man die so bestimmten Feldstirken & , und H, in die Stetigkeitsbedingung (2.21) ein,
folgt
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LiAz (.’L’g, yZ) - I}{;—y:z (Ilv yl) Nx
0 = _‘LiAz (IZ)yQ) + ,%I{%Az (xl,yl) X Ty

il
T~
R
Rt
Y

[ -

|
N}
N
—
&
s

|

|
[
)
<
=

N

£

9 = 10 -
+ (*@Az (z2,72) — ;—L—;B—y—A'z (xhyl)) '”y) . (2.24)

Mit der Schreibweise ny 2 + ny-a% =2

z-Komponente dieser Gleichung zu

10+ 104 '
I%_A_z (xl,yﬂ = Eéf:léz (552,3!2) (2~25)

fiir die Ableitung in Normalenrichtung lasst sich die

umordnen. Das Ergebnis (2.25) stellt die erste Randbedingung dar, mit denen die Differen-
tialgleichungen (2.19) und (2.20) an den Grenzfliichen zweier Medien zu verkniipfen sind.

Eine zweite Randbedingung erhélt man aus der Stetigkeit der Normalkomponente Bn der
magnetischen Induktion B. In [4] wird diese Bedingung mathematisch als

0= (Bz - Bl) A (2-26)

beschrieben. Wiederum ist 7 der Normalenvektor der Grenzfliche zwischen den beiden Me-
dien, wihrend B; die magnetische Induktion an dem Punkt (zi,%;) im Medium 4 darstellt.
Beziiglich des Abstandes der Punkte gilt das oben Gesagte.

Nun wihlt man zwei Flichen O; mit 1 < 7 < 2 parallel zur Grenzfliche der beiden Me-
dien. Dabei soll die Fliche O; im Medium 7 liegen und den Punkt (z;,y;) enthalten. Beide
Flachen sollen ansonsten gleiche Form und Grofle haben, so als wiren sie an der Grenzfliche
gespiegelt. Diese Flichen weisen somit eine Ausdehnung in z-Richtung auf. Aufgrund von
Gleichung (2.26) ist der magnetische Fluss durch die beiden Fliichen identisch:

/B-ﬁdO: B -7 do. ©(22m)
01 Oa

Mit Hilfe des Integralsatzes von Stokes kann das Flichenintegral des magnetischen Flusses
in ein Integral entlang des Randes 80; iiberfithrt werden. Es ergibt sich

Eﬁdo@’/

(¥ x 4)-7do Stokes [ 7.47 (2.28)
O

0; 80;

Lidsst man nun die Flichen O; sehr klein werden, so kann man das Vektorpotential A in
ihnen als konstant ansehen. Dann ist es méglich, das Vektorpotential vor das Integral zu
zichen. Es bleibt

o

f B7dO =4, (@,y) U | (2.29)
O
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mit dem Umfang U; des Randes 80;

U=4 1d. (2.30)
80;

Aus U; = U folgt wegen Gleichung (2.27) die zweite Randbedingung zur Verkniipfung der
feldbeschreibenden Differentialgleichungen

Az (xl’yl) =Az (12»1/2)- (231)

Weitergehende Aussagen lassen sich mit Gleichung (2.11) ableiten. Wie in [2] wird die elek-
trische Feldstérke in einen eingeprigten Anteil

n=-V9 (2.32)

[t

und in einen induzierten Anteil

Epg=—-jw-4 (2.33)
zerlegt. Damit geht nach Gleichung (2.31) auch die Tangentialkomponente des induzierten
Anteils E‘_ind stetig von einem Leiter in die Isolierung iiber. An dieser Stelle kann das elek-
trische Feld aufierhalb der Leiterquerschnitte durch eine nachgeschaltete Berechnung gemi8
[5] ermittelt werden.

Im Weiteren gilt es noch, das Vektorpotential im Unendlichen zu untersuchen. Dazu be-
trachtet man das Vektorpotential jenseits einer gedachten Kreislinie mit Mittelpunkt im
Ursprung und einem so grofien Radius, dass alle ebenen N Leiterquerschnittsflichen im
Inneren des Kreises liegen. Diese Kreislinie wird Fernkreisrand genannt. Da dort keine lei-
tenden Querschnitte vorhanden sind, gilt die Laplacesche Differentiaigleichung (2.20). Unter
der Voraussetzung, dass die Summe aller Stromeinprigungen in die Leiter verschwindet bzw.

N
> IL=0 (2.34)

k=1
gilt, wird in [3] das Vektorpotential auf dem Rand eines hinreichend grofen Fernkreises mit
4, (z,y)=0 (2.35)

eindeutig festgelegt. Vertiefende Betrachtungen ergeben sich, wenn man die Laplacesche
Differentialgleichung in Polarkoordinaten darstellt. Die daraus folgende Reihenentwicklung
fiir das Vektorpotential 4, konvergiert mit zunehmendem Radius gegen Null.

Neben den bisher aufgestellten Differentialgleichungen ist mit den Randbedingungen im
Unendlichen sowie an den Grenzflichen unterschiedlicher Medien das Randwertproblem
spezifiziert. Um es zu vervollstindigen, muss noch die Stromeinprigung in das Problem
einbezogen werden, bevor der Lésungsweg beschrieben werden kann.

10
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2.1.4 Beriicksichtigung der Stromeinprigungen

In jeden der dargestellten NV ebenen Leiter kann ein beliebiger Strom I, eingepréigt werden,
solange die Nebenbedingung (2.34) eingehalten wird. Dieser Strom kann aus dem Ampe-
reschen Durchflutungsgesetz (2.7) in integraler Form berechnet werden:

L=[ s.ew dway= [ (IxE@w), doa (2.36)
Va Va z

V, stellt darin die Querschnittsfliche des Leiters n in der zy-Ebene dar. Der Index 2z bezieht
sich auf die 2-Komponente des entsprechenden Vektors. An dieser Stelle sei noch einmal
darauf hingewiesen, dass die eingeprigten Stréme allein in z-Richtung flieBen. Andersartige
Stromeinpriagungen sind aufgrund der Geometrie — unendlich lange Leiter in z-Richtung -
auch nicht moglich.

Mit Hilfe des Stokesschen Integralsatzes lasst sich das Integral iiber eine Leiterquerschnitts-
fliche V; als ein Integral entlang des Randes 8V; schreiben als

L=[ (9xB@w) da=[ (ixELw), o (2.37)
Va 2 ava e
. ) G i1 o 1 8 .
Wie in Gleichung (2.24) ergibt sich & x H = " %Az. Abschliefend folgt daraus
0 M
- 1—/ D 4 ds (2.38)
MHolbrndy = v Bﬁ—z .

fiir die Stromeinpragung in den Leiter n. Uber diese Beziehung ist die bisher fehlende An-
regung in das Randwertproblem vollsténdig einbezogen worden. Im Folgenden wird es noch
einmal zusammenh&ngend dargestellt.

2.1.5 Uberblick iiber das behandelte Randwertproblem

Bei dem hier betrachteten Randwertproblem werden die Querschnittsflichen von N Leitern
in der zy-Ebene betrachtet. Diese Querschnittsflichen besitzen einen stiickweise glatten
Rand, d.h. der Rand ist als stlickweise stetig differenzierbarer Weg zu parametrisieren. Die
Leiter, die sich nicht beriihren diirfen, sind von einem nicht-leitenden Medium — der Isolie-
rung — mit einer relativen Permeabilitdt von u, = 1 umgeben. Weiterhin weist jeder Leiter
n homogen iiber seine gesamte Querschnittsfliche die elektrische Leitfihigkeit o, und die
relative Permeabilitdt yp, auf. In die Leiter sind harmonisch von der Zeit abhingige Stréme
eingeprégt, die eine einheitliche beliebige Kreisfrequenz w > 0 aufweisen. Thre Amplitude I
ist beliebig, solange

N .
Z I,=0 (2.39)
k=1 .

erfiillt wird.

11
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Zur Losung des ebenen Feldproblems soll das Vektorpotential 4, berechnet werden. Fiir
dieses Vektorpotential gilt innerhalb eines jeden Leiters n die Helmholtzsche Differential-
gleichung

(A _jwll:ollman) (.A_z (Iay) + _K_n) =0 firl <n< N. (240)
Andererseits ist in der Isolierung zwischen den Leitern die Laplacesche Differentialgleichung
A4, (2,y) = 0. (2.41)

anzuwenden. An den Grenzflichen zwischen einem Leiter und der Isolierung geht das Vek-
torpotential A4, stetig gemif

Az (.'L'o, yU) = Az (mny yn) (242)

iiber. (zo, yo) stellt dabei einen Punkt in der Isolierung, (x4, yn) einen Punkt im Leiter n dar.
Beide Punkte liegen dicht an der Grenzfliche und weisen nur einen infinitesimalen Abstand
voneinander auf. Andere Grenzflichen als solche zwischen Leiter und Isolierung kénnen bei
dem hier betrachteten Modell wie oben gefordert nicht auftreten. An solchen Grenzflichen
springt die Normalenableitung des Vektorpotentials im Gegensatz dazu im umgekehrten
Verhéltnis der relativen Permeabilititen

19 9
o O Hothen OFF

Ez (.2‘0, yO) = Az (Iny yn) . (243)

Dabei wird das Vektorpotential im Unendlichen durch
4, (z,y)=0 (2.44)

definiert.

Angeregt wird die Anordnung aus ebenen Leitern durch eine Stromeinprigung. Im Leiter n
ist der eingeprigte Strom mit dem Vektorpotential durch

d
- rn[n = Anik .
Hotend, Av,, 8nAZ ds (2.45)

verknlipft. Das so formulierte Randwertproblem soll nun gelést werden. Mit Hilfe der Green-
schen Funktionen und des Greenschen Satzes kénnen Randintegralgleichungen abgeleitet
werden, die sich fiir eine Diskretisierung eignen.

2.2 Nummerische Lésung des Randwertproblems

In der bisherigen Form eignet sich das Randwertproblem nur bedingt fiir eine nummerische
Losung. Eine solche Vielzahl gekoppelter partieller Differentialgleichungen in ausreichen-
der Genauigkeit und fiir einen grofien Feldraum zu lésen, ist praktisch kaum durchfiihrbar.
Auch hier fithrt der oft verwendete Approximationsschritt der Diskretisierung zu einer Ver-
einfachung. Auf die Greenschen Funktionen der auftretenden Differentialoperatoren wird
der Greensche Satz angewendet. Dabei entstehen Randintegralgleichungen fiir das Vektor-
potential, die durch Summen iiber kleine Randelemente diskretisiert werden. Es ergibt sich
ein lineares Gleichungssystem, das als Losung das Vektorpotential auf den Réindern liefert.

12
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2.2.1 Bestimmung der Greenschen Funktionen der verwendeten Differential-
operatoren

Das in Abschnitt 2.1.5 zusammenfassend formulierte Randwertproblem enthilt zwei ver-
schiedene Differentialgleichungstypen: Zum einen die Helmholtzschen Differentialgleichun-
gen (2.40), zum anderen die Laplacesche Differentialgleichung (2.41). Da die gesuchte Lo-
sung, das Vektorpotential A,, nur eine Funktion der Variablen z und y ist, kann die Differen-
tiation nach z in diesen Differentialgleichungen komplett vernachléssigt werden. Man kann
die zugehorigen Differentialoperatoren somit als zweidimensionale Operatoren auffassen.
Zunichst werden die Greenschen Funktionen fiir den Helmholtzschen Differentialoperator
A — j8% mit einem positiven reellen § = ,/wo i und dem Laplaceschen Differentialoperator
A bestimmt. Die Greensche Funktion des Laplace-Operators muss die Differentialgleichung

Gy (&) =8(z =&y —n) - (248)
erfiillen. Dabei ist § die bekannte Diracsche Deltafunktion mit der Eigenschaft
§(z,y) =0 fir(z,y) # (0,0). (2.47)

Weiterhin muss das Integral

[ sens@-eu-n dean={ FGY TEveV (2.45)

sonst

existieren. Wie in [6] gezeigt, erfiillt

Gleyy (€)= o= ln ( E-2*+@- y)z) (2.49)

die Gleichung (2.46). Aufgrund ihrer geschlossenen Form ist die Greensche Funktion des
Laplace-Operators G(x - (&,7) einer nummerischen Auswertung leicht zugénglich. Ebenso
konnen Integrale iiber diese Funktion oder ihre Ableitung analytisch bestimmt werden und
sind damit nummerisch ebenfalls schnell und genau zu bestimmen.

Im Gegensatz dazu kann die Greensche Funktion G oy) (&,m) des zweidimensionalen Helm-

holtz-Operatars A — j3? nicht mehr geschlossen angegeben werden. Nach [7] w1rd die zu-
gehérige Differentialgleichung

( - -]'BZ) G(xy ) s (Z - Er Y- 77) (250)
durch
1 - o
Qfx,y) & mn = 5 (ker +j kei) (ﬂ -2’ +n- y)2> (2.51)
geldst. Dabei sind mit (ker + j kei) (z) der Real- und der Imaginirteil der modifizierten
Besselfunktionen bezeichnet, die in der Literatur auch Kelvinfunktionen genannt werden.

Es gilt

(ker + j kei) (z) = ker (z) +] kei (z) =]

ol

(e +im (V) e
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(vgl. [8]). Verwendet man bekannte Reihendarstellungen fiir die Besselsche Funktion J,
und die Neumannsche Funktion Ny, so kann man mit den sich daraus ergebenden Reihen
die Kelvinfunktionen und letztlich auch die Greensche Funktion Gx )(f 1) nummerisch
bestimmen. Abgebrochene Reihendarstellungen der Greenschen Funktlon bzw. ihrer Ablei-
tung sind gliedweise analytisch integrierbar, so dass auch hier alle Integrale nummerisch
mit vertretbarem Aufwand gewonnen werden kénnen. Im Gegensatz zu [3] werden die Rei-
henentwicklungen erst spiter abgebrochen, weil die dafiir benétigte zusétzliche Rechenzeit
bezogen auf die Gesamtrechenzeit nicht ins Gewicht fillt. Die Methode der gliedweisen
Integration ist deutlich schneller und genauer als eine nummerische Integration, bei der
zahlreiche Funktionswerte der zu integrierenden Funktion gebildet werden miissen.

Mit dem Greenschen Satz kénnen durch die Greenschen Funktionen des Helmholtz- und
des Laplace-Operators auf einfache Weise Randintegralgleichungen abgeleitet werden, die
das Vektorpotential an einer beliebigen Stelle mit dem Vektorpotential auf dem Rand emes
Leiters verkniipfen.

2.2.2 Anwendung des Greenschen Satzes zur Ermittlung von Randintegralglei-
chungen

Fiir einen ebenen Leiter n mit der Querschnittsfliche V; in der zy-Ebene ergibt sich mit
= /WO lotim die Helmholtzsche Differentialgleichung {2.40) zu

(A-iB%) (4, (&m) + K,) =0, (2.53)

wobel nun (£,7) als Ortskoordinaten gewihlt worden sind. Somit gilt

(4, Em+K)-6(z-&y—n)
€ (4, &+ K (A-if) G, (€
= (A EN+K)AG, &) - (4 En+K,) i -G, En)
O (4, + KD AGE, (6m) ~ GL ) (Em A4, (Em) +K,).- (2.54)

Eine Integration dieser Gleichung iiber die Leiterquerschnittsfliche V,, fiihrt fiir einen Punkt
(z,y) € V, wegen Gleichung (2.48) auf die Integralgleichung

Az (z7 y) + Kn = /‘; ((Az (éa 77) + Kn) A.G?x,y) (57 77)

Gl €M A(4, () +K,))) dE dn, (2.55)

die das Vektorpotential 4, (z,y) an einer beliebigen Stelle in der Leiterquerschnittsfliche
Vi, mit den Werten des Vektorpotentials iiberall in V; verkniipft. Verwendet man weiterhin
den Greenschen Satz
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2 Lésung eines Randwertproblems mit der Randelementmethode

/V @(€m) - AL(E7) — T (E,7) - A (E,7)) de dn

0 8
= [ (2@ Zeen-wen- Zsen) asien (2.36)

mit den zweimal stetig differenzierbaren Funktionen @ (£,7) und ¥ (£,7), kann man Glei-
chung (2.55) weiter vereinfachen. Dabei stellt ds (£, 7) ein Wegelement lings des Randes 8V
der Fliche V dar. Mit 2(§,1) = A4, (§,m) + K, und ¥ ({,n) = Q‘(z’x)y) (&,7) folgt die neue
Randintegralgleichung :

A +Ko= [ (46 +K) 526k, €
Gy (€ (A, )+ K)) ) ds ). (2.57)

Die Flachennormale 7 des Randes 9V, muss nach auflen zeigen, also in die Isolierung. Dabei
verschwindet die Normalenableitung der Konstanten: % K, = 0. Die Randintegralgleichung
(2.57) verkniipft das Vektorpotential A, (z,y) eines beliebigen Punktes innerhalb der Lei-
terquerschnittsfliche V;, im Gegensatz zu Beziehung (2.55) nur noch mit den Werten des
Vektorpotentials auf dem Rand von V.

Analog kann man eine Randintegralgleichung fiir das Vektorpotential in der Isolierung V3
auflerhalb der Leiterquerschnitte aufstellen. Den Ubergang von der Helmholtzschen Diffe-
rentialgleichung (2.40) zur Laplaceschen (2.41) erreicht man durch Setzen von ¢ = 0 — dies
impliziert § = 0 - und durch die Wahl der Konstanten X, = 0. In der Randintegralgleichung
(2-57) fiihrt dieser Ubergang zu

)= [ (460 550y €0 - Gy €1) 24 E0) ds (€0
(2.58)

Auch in dieser Randintegraldarstellung wird das Vektorpotential A, (z,y) an einem belie-
bigen Punkt in der Isolierung durch die Werte auf dem Rand der Isolierung beschrieben.
Wiederum zeigt die Flachennormale 7 nach aufien, also aus der Isolierung heraus.

Bevor nun anhand der beiden Randintegralgleichungen eine Diskretisierung des Randwert-
problems vorgenommen und ein lineares Gleichungssystem aufgestellt wird, sollen noch drei
Spezialfille der Randintegrale betrachtet werden.

2.2.3 Spezielle Randintegrale

Als erster Spezialfall wird die Abgrenzung des modellierten Feldraumes nach aufien hin be-
trachtet. Bei anderen Methoden zur nummerischen Feldberechnung wie der Finite-Elemente-
Methode oder der Finite-Differenzen-Methode gibt es eine iuBere Grenze, bis zu der das Feld
bestimmt wird, und an der festzulegende Randbedingungen gelten. Bei der hier verwendeten
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Methode ist bisher durch Gleichung (2.44) nur bestimmt worden, dass im Unendlichen das
Vektorpotential verschwindet. Wie [3] gezeigt hat, gilt jedoch auch

7] -
[ (a6 g5ty (€0 - Gl (1) g lem) dslen =0 239)

mit dem beliebigen Fernkreisrand 8x,. Damit ist die Randelementmethode unabhéngig von
der Wahl des Fernkreises und der Festlegung einer willkiirlichen dufleren Begrenzung. Dieses
ist ein deutlicher Vorteil der Randelementmethode, weil die Wahl der Feldraumgrenzen
bei den oben angesprochenen alternativen Feldberechnungsverfahren unter Umsténden das
Ergebnis beeinflussen kann.

Die Randintegralgleichungen (2.57) und (2.58) geben das Vektorpotential 4, (z, y) fiir einen
beliebigen Punkt (z,y) abhingig von den Werten auf den Réndern an. Denkbar ist damit
der Grenzfall eines Punktes (z,y) auf dem Rand. In diesem Falle muss die Existenz zweier
Integrale untersucht werden, denn die Greenschen Funktionen Q?M) (¢,7n) und G?w) (&, m)
weisen fiir (£,79) = (z,y) Pole auf.

Bei GY () (2,y) ist dieser Pol aus der Definition (2.49) sofort ersichtlich. Die Eigenschaften

der Greenschen Funktion G(z 9) (z,y) folgen aus denen der Kelvinfunktionen im Ursprung.
Hier ist ausschlaggebend, dass die Neumannsche Funktion N, 1m Ursprung einen Pol auf-
weist. Integrale der Form [, G, ., (€,n) ds (€, 1) oder auch fn 553Gz (§;m) ds (€, n) fihren
deshalb fiir (z,y) € R iiber Pole und miissen auf ihre Existenz hin untersucht werden.
Gay (€,m) steht dabei abkiirzend fiir beide Greenschen Funktionen. Es ergeben sich die
Grenzwerte

[ Ganten dsem = lim [ Gyl dsten) (2:60)
sowie
9 1
[ mGan € dsten = Jim [ G, € dsten - (261)

fiir (a,b) € R (vgl. [3]). Die Unstetigkeit im Integral iiber die Normalenableitung umgeht
man mit einem halbkreisfsrmigen Integrationsweg um den Pol herum. Letztlich liefert das
Integral iiber diesen Halbkreis das Korrekturglied —%.

Mit Hilfe dieser Integrale kann das Randwertproblem im folgenden Abschnitt diskretisiert
werden. Auf den Leiterrdndern wird das Vektorpotential dazu als abschnittsweise konstant
angenommen. Dadurch gehen die Randintegralgleichungen (2.57) und (2.58) in Summen
iber.

2.2.4 Diskretisierung des Randwertproblems

In der zy-Ebene sind die Rénder eines Leiterquerschnitts stiickweise glatt vorausgesetzt
worden. Nun wird der Rand 8V}, des Leiters n in v, beliebig gewshite Abschnitte eingeteilt,
von denen jeder als Teil des ganzen Randes auch stiickweise glatt ist. Diese Abschnitte
sollen Randelemente genannt werden, nach denen die Randelementmethode benannt ist. Ein
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2 Lésung eines Randwertproblems mit der Randelementmethode

R,

Rg

1 1 I
T T

R, Ry Ry Rs

Bild 2.3: Beispiel fiir die Einteilung eines quadratischen Leiterquerschnitts in 9 Randelemente.

Beispiel fiir die Einteilung eines quadratischen Leiterquerschnitts zeigt die Abbildung 2.3.
Im Rahmen dieser Arbeit werden die Seiten eines Randes in gleichmiiBige Randelemente
eingeteilt. Dieses ist jedoch nicht notwendig. Sowohl die Gréfle als auch die Anzahl der
Randelemente sind beliebig.

Nach einer solchen Einteilung kann jeder Rand als die endliche Vereinigung seiner Randele-
mente

vy = R (2.62)

k=1

angesehen werden. Zuordnungsprobleme der Anfangs- und Endpunkte zu genau einem Rand-
element lassen sich lgsen, wenn jedes Randelement nur den Anfangspunkt enthilt und am
Ende offen ist. Fiir Integrationen iiber Randelemente kann die Zuordnung einzelner Punkte,
die nur Nullmengen darstellen, unberiicksichtigt bleiben.

Die Unterteilung der Rénder in Randelemente lisst das Randintegral (2.57) in

8

A +K, = [ (En+K) e, €

Gy € (A (60 + K) ) ds (6

VZ" ( / ((A_z &n) +K,) %Qﬁ(,y) X))

k=1 YRk

i

Gy (€ 5 (A (60) + K2)) ds(6rn)) (263

iibergehen. Eine analoge Form ergibt sich fiir das Randintegral der Isolierung (2.58).

Bis hierhin ist das Modell exakt. Aufler den Einschrinkungen in den geometrischen und
physikalischen Eigenschaften sind noch keine Approximationen vorgenommen worden. Das
soll jetzt gedndert werden, um das Problem in eine fiir die nummerische Losung geeignetere
Form zu bringen. Der Grundgedanke besteht darin, die Randelemente so klein zu wahlen,
dass auf ihnen das Vektorpotential A, und dessen Normalenableitung 5‘%_42 als konstant
angesehen werden konnen. Da es sich dabei um stetige Funktionen handelt, ist diese Appro-
ximation bei hinreichend kleinen Randelementen eine praktikable Niherung. Letztlich ist

die sinnvolle Gréfle der Randelemente fiir eine solche Approximation problemabhéngig.

17



2.2 Nummerische Losung des Randwertproblems

Auf einem Randelement Ry des Leiterrandes n soll mit dieser Approximation fiir alle Punkte
(5: 7]) € Rk

4,(6m) = Anx (2.64)

sowie

0
a~—z(£: 77) -o—n k (265)

gelten. Fiir die Punkte auf Randelementen des Randes der Isolierung wird entsprechend

4A,(&m) = Aoy (266)

und

4,(n) = 0 Fdox (2.67)

angesetzt. Auf die Frage der Identifizierung der Randelemente von Leiterquerschnittsflachen
und Isolierung wird in Abschnitt 2.2.6 eingegangen. Dort werden die Stetigkeitsbedingungen
(2.25) und (2.31) angewendet.

Genauso wie das nun auf einem Randelement konstante Vektorpotential kann dessen Nor-
malenableitung vor das Integral in Gleichung (2.63) gezogen werden. Es resultiert der Zu-
sammenhang

Yn

Ay HE, = 2(/ (s + K2) Gl (E7)
k=t ke
£ (61) g as) ds(Erm))
- h( (Ao + K) ( /. Gl (€7 ds (7))

s ([ Ghnten) dste >)) (2.68)

Fiir den Fall der Isolierung nimmt diese Beziehung die einfachere Form

Ay = (AM ( / =Gl (€1 ds(f,n))

o [, Gl n) aste 17))) (265)
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2 Loésung eines Randwertproblems mit der Randelementmethode

an. Abkiirzend werden die in den Gleichungen {2.68) und (2.69) auftretenden Randintegrale,
die nur noch vom Randelement Ry sowie dem Punkt (z,y) abhingen, als

166 (B) = [ Gl ) ds(n), (2.70)

16G(,,, (R /an Gly (Em) ds(,m), (271)

IGfyy) (R) = /R Gy (E:m) ds (€,m) (2.72)
sowie

18630 (F) = [ 5:Gh (€1) ds (€ Cen)

definiert, um die im Folgenden aufzustellenden linearen Gleichungen in einer iibersichtlichen
Form schreiben zu kénnen. Die Bestimmung dieser Integrale ist [3] zu entnehmen. Arbeitet
man mit abbrechenden Reihendarstellungen bei G?, so sind alle Integrale, wie dort beschrie-
ben, analytisch 16sbar. Sie lassen sich damit schnell und genau nummerisch bestimmen.

2.2.5 Einfiihrung linearer Gleichungen fiir das Randwertproblem

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt das Randwertproblem diskretisiert worden ist, sol-
len nun in einem letzten Schritt lineare Gleichungen aufgestellt werden, die eine Darstellung
des approximierten Randwertproblems als lineares Gleichungssystem ermdoglichen. Dieses
Gleichungssystem kann dann mit bekannten Methoden geldst werden.

Bisher sind immer das Vektorpotential und dessen Normalenableitung an einer beliebigen
Stelle (z,y) in der Ebene bestimmt worden, so auch in den Gleichungen (2.68) und (2.69).
Nun wird auf jedem Randelement Ry ein sogenannter Randknoten (zy,yx) € Ry gewihlt.
Die Wahl des Randknotens auf einem Randelement ist beliebig und hat keinen Einfluss auf
die weitere Rechnung, da das Vektorpotential und seine Normalenableitung ja schon als
konstant auf jedem Randelement angenommen worden sind.

Wenn man mit den Gleichungen (2.68) und (2.69) das Vektorpotential in (z,y) bestimmen
kann, dann ist es auch speziell in (zx,yx) berechenbar. In beiden Féllen ist das Ergebnis nur
von den Werten auf den Leiterrindern abhéngig. Insbesondere ergibt sich das Vektorpoten-
tial in einem Randknoten - also auf einem Randelement — in Abhangigkeit von den Werten
auf allen Randelementen.

Die im vorangegangenen Abschnitt definierten Abkiirzungen der Randintegrale iiber die

Greenschen Funktionen werden jetzt fiir die hier gew#hlten Randknoten spezialisiert. Dabei
werden die in den Gleichungen (2.60) und (2.61) bestimmten Grenzwerte verwendet. Es gilt

IG, = 1G], (R, (2.74)
1_mm( ) (2.75)

1 .
18GE, = 18G5, .\ (R) + 50kl (2.76)
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2.2 Nummerische Lésung des Randwertproblems

sowie
1 -
16G = I@G(XR vi) (Rl) + 551(,1. (2 17)

In diesen Beziehungen stellt d,; das Kroneckersymbol dar. Weiterhin soll
= "19GY, (2.78)
I=1

gelten. Mit diesen abkiirzenden Schreibweisen folgt aus Gleichung (2.68) fiir das Vektorpo-
tential im Randknoten ! des Leiterrandes n der Zusammenhang

Yn

A+ K, Z ( ok + Ko) - 18G%, — 04, Jgﬁk) (2.79)
bzw. umgestellt der Ausdruck

;\j (1860, = 64 - Ay — 1GE, - 94,) - (8F -1) - K, =0. (2.80)

Setzt man K, = 0 sowie 8 = 0, gelingt auch hier der Ubergang zu der Darstellung fiir die
Isolierung. Anstelle der Beziehung (2.80) folgt die einfachere Form

Vo
> ((T8GY — 61) - Aoy — IGY, - BAg,) = 0. (2.81)

k=1
Als letzte Gleichung muss noch die Stromeinprigung (2.45) diskretisiert werden. Dazu wird
das Integral um einen Leiterrand in Integrale iiber dessen Randelemente aufgespalten und

die Normalenableitung des Vektorpotentials durch den konstanten Wert auf diesem Rand-
element ersetzt. Es gilt

oL, = [ T en dsen =3 ([ Zeaen asten)

( [ 2tusisten) = "aAn,k ([rasen) s
k=1 Ry

Fiihrt man zusitzlich die Randelementlinge

Al =/ 1ds (2.83)
Ry
ein, so ergibt sich mit
Z Ay - aAn,k = — ok I (284)
k=1
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2 Lésung eines Randwertproblems mit der Randelementmethode

die noch fehlende Verkniipfung, um ein lineares Gleichungssystem aufzustellen, bei dem sich
die Anzahl der Unbekannten und die Anzahl der Gleichungen entsprechen.

Im folgenden Abschnitt soll aus der Gleichung (2.84) zusammen mit den diskretisierten
Randintegralgleichungen (2.80) und (2.81) ein lineares Gleichungssystem aufgestellt werden.
Dazu miissen mit den Stetigkeitsbedingungen die Randelemente der Leiter mit denen der
Isolierung identifiziert werden.

2.2.6 Zusammenfassen der linearen Gleichungen zu einem linearen Gleichungs-
system ’

Einerseits beziehen sich die diskretisierte Randintegralgleichung (2.80) sowie die ebenfalls
diskretisierte Darstellung der Stromeinpriigung (2.84) auf Randelemente von Leiterquer-
schnittsflachen. Andererseits ist die Randintegralgleichung der Isolierung (2.81) bisher im-
mer mit eigenstandig indizierten Randelementen verwendet worden. An dieser Stelle soll
nun die Trennung aufgehoben und eine einheitliche Randelemente-Nummerierung eingefiihrt
werden.

Alle Randelemente werden jetzt fortlaufend von 1 bis zu deren Gesamtzahl v durchnumme-
riert. Insbesondere gilt fiir die Randelementzahlen v, der einzelnen Leiter

N
v=1y = Z Vn. (2.85)
n=l

Als Konsequenz daraus startet die Nummerierung der Randelemente beim willkiirlich ge-
wihlten Leiter 1 mit der Nummer 1. R,, ist das letzte Randelement dieses Leiters, wéhrend
Ry, 1, das erste des Leiters 2 darstellt. Schliefilich erhilt das letzte Randelement des letzten
Leiters n die Nummer v. Mit dieser Art der Nummerierung ergeben sich an den bisherigen
Gleichungen nur in einem Punkt Anderungen. Die Summen von 1 bis v, miissen durch
Summen von vy + ... +vy1 + 1 bis vy + ... + v, ersetzt werden, wobei n die Nummer des
Leiters ist, auf den sich die betreffende Gleichung bezieht. Mit dieser Konvention kann man
die Stetigkeitsbedingungen (2.42) sowie (2.43) durch

==, #

Ange = Aoy (2.86)
und
aAn,k = Hn * aAo,k (287)

ausdriicken. Dabei ist n = n(k) mit 1 < n < N die Nummer eines Leiters, auf dem
das Randelement k¥ mit 1 < k < v liegt. An dieser Stelle kénnen nun die Gleichungen
(2.80), (2.81) und (2.84) zu einem linearen Gleichungssystem zusammengefasst werden. Dazu
werden die Groflen Ay, und A, aus Gleichung (2.81) mit den Stetigkeitsbedingungen
durch A, und 04, ersetzt — oder umgekehrt.

Dieses Gleichungssystem enthélt die v konstanten Vektorpotentiale A,) sowie ebenfalls v
konstante Normalenableitungen 04, als Unbekannte. Hinzukommen noch N Konstanten
K, der Leiter. Insgesamt ergeben somit /N + 2v Unbekannte, eine fiir jeden Leiter und
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2.2 Nummerische Lisung des Randwertproblems

zwei fiir jedes Randelement. Genau diesem Wert entspricht aber auch die Anzahl der vor-
handenen Gleichungen. Fiir jeden Leiter gibt es eine Gleichung (2.84) zur Definition der
Stromeinpriagung. Weiterhin kann fiir jedes Randelement eine lineare Gleichung (2.79) auf-
gestellt werden, woraus die Beziehung (2.80) folgt. Analog erhélt man fiir jedes Randelement
als zweite Gleichung (2.81).

Der im nachfolgenden Abschnitt néher erlduterte Aufbau des hier beschriebenen Gleichungs-
systems weist eine Blockstruktur auf, die fiir eine effiziente Losung des Gleichungssystems
ausgenutzt werden soll.

2.2.7 Aufbau und Struktur des linearen Gleichungssystems

Aus der Diskretisierung des Randwertproblems ist ein Gleichungssystem abgeleitet worden,
dass aus den je v Gleichungen (2.80) und (2.81) sowie N Beziehungen (2.84) besteht. Es
weist somit die Dimension N + 2v auf. In der Form

([Iang ~[1GY [_sﬂ) ( (4] ) ( ] )
roct) (e o |- @A) | = [ (2.88)
O N[ i ~ [ul)

lassen sich diese Beziehungen in Blicke einteilen, deren Funktion sich aus den oben genann-
ten Gleichungen ergibt. Dabei bilden die Ausdriicke [A],[04] und [K] den Lésungsvektor.
In diesem enthilt [A] die Werte, die das Vektorpotential auf jedem Randelement annimmt:

Al=tp = 4nj = Ao (2.89)
Aufgrund der Stetigkeitsbedingung (2.86) muss man nicht zwischen den Werten im Leiter
und in der Isolierung unterscheiden. Anders ist die Situation beim Vektor [@A]. Er enthélt
die Werte fiir die Normalenableitungen des Vektorpotentials auf den Randelementen. Da
sich diese im Leiter und in der Isolierung gemifi Gleichung (2.87) um den Faktor p,, unter-
scheiden, muss man an dieser Stelle eine der beiden Moglichkeiten wihlen. Diese Entschei-
dung hat Konsequenzen in den Matrixhlécken [IGY) und [1f]. Hier wird ~ willkiirlich - die
Normalenableitung in der Isolierung verwendet. Es gilt

[0Alk=1, = 0Ag. (2.90)
Der dritte Teil der Losungsvektors [K] setzt sich aus den Konstanten der Leiter mit

(Kln=1,n = K, (2.91)
zusammen. Fiir die Elemente des Blockes [JdG"] folgt aus Gleichung (2.80)

1'[9,0_’,'3‘l ~ k1, wenn die Randelemente & und { zum
[F0G k=1 pp=1,0 = gleichen Leiter gehoren (2.92)
0 sonst
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2 Losung eines Randwertproblems mit der Randelementmethode

Im Gegensatz dazu muss bei dem Block [IG"] die Stetigkeitsbedingung (2.87) beachtet
werden, so dass hier

I Qf’l - trn, wenn die Randelemente &£ und [ zum
TG k=1p=1, = gleichen Leiter n gehoren (2.93)
0 sonst .

gilt. Die Blécke [J8GY] und [IG°) kénnen jedoch wieder als

I8G}, — bi), wenn die Randelemente & und I zum
[10G% =110 = gleichen Isolationssgebiet gehoren (2.94)
0 sonst
und
IGY,, wenn die Randelemente % und [ zum
Gt picrp = gleichen Isolationssgebiet gehdren (2.95)
0 sonst

direkt aus der Gleichung (2.81) abgelesen werden. [S™] folgt mit

[ﬁL]k=1,um=1,N - { gﬁ — 1, wenn das Randelement & zum Leiter n gehbrt. (2.96)
s sonst
aus Gleichung (2.80). Quasi eine dazu gespiegelte Struktur erhlt [AY] durch -
1ds, wenn das Randelement &k zum Leiter n gehfrt
[/\L]n=1,N;k=1,u = { ({R“ sonst g . (297

Dabei muss die Stetigkeitsbedingung fiir die Normalenableitung (2.87) beachtet werden, die
ebenfalls den Block {ul]

[/*‘l]n=1,N;m=l,N = Pf()ln . Jn,m (298)

aus Gleichung (2.84) bestimmt. In Beziehung (2.98) kiirzt sich aufgrund der Wahl von 84,
als Losung die relative Permeabilitit u,, heraus.

An den Definitionen der Matrixblocke kann man schon erkennen, dass drei wesentliche Be-
legungskriterien den Aufbau des Gleichungssystems bestimmen. Im Falle der Matrixblécke
[I6G"] und [IG*] sind nur Elemente der Matrix belegt, wenn die zugehdrigen Randelemente
zum gleichen Leiter gehdren. Liegen zwei Randelemente im gleichen Isolationsgebiet, also
z.B. im gleichen Fenster eines Transformatoreisenkerns, so sind die entsprechenden Matrix-
elemente der Bldcke [J8G°] und [IGY] belegt. Das dritte und letzte Belegungsschema eines
Matrixblockes kommt bei den Blécken [S™] und [M] zum Tragen. Es 148t nur Elemente an
den Stellen zu, an denen ein Randelement auf einem Leiter liegt. Bei Randelementen anderer
Leiter ergeben sich hier Nullen.

Insbesondere haben diese Besetzungsvorschriften zur Folge, dass sich immer in jedem der
beschriebenen Blécke auf natiirliche Weise Unterblécke bilden, die durch die Randelemente
eines Leiters definiert werden. Alle Randelemente eines Leiters zeigen in diesen Blocken das
gleiche Verhalten beziiglich der Belegung, wie auch das Beispiel im néchsten Abschnitt zeigt.
Sie sind entweder komplett belegt oder vollstéindig mit Nullen ausgefiillt.
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2.2.8 Beispiel fiir die Blockstruktur des Gleichungssystems

Wie die im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Besetzungsregeln zeigen, hat das
lineare Gleichungssystem (2.88) eine klar definierte Blockstruktur. Alle Matrixelemente,
die zu Randelementen eines Randes gehéren, bilden einen Block, der entweder vollstindig
belegt oder vollstindig frei ist. Ob ein Matrixelement besetzt ist, das beziiglich Zeilen und
Spalten zu unterschiedlichen Rindern gehort, entscheidet sich aufgrund der Geometrie. Die
Zugehérigkeit zum gleichen Leiter bei [[dGY] und [IG"] oder zum gleichen Isolationsgebiet
bei [J8G®] und [IG®] sind, wie oben ausgefiihrt, die entscheidenden Kriterien.

Als Beispiel soll hier ein Drehstromtransformator mit zwei Wicklungen herangezogen wer-
den. In jeder Phase sind die Hin- und Riickleiter jeder Wicklung durch einen Leiter, wie
in Abb. 2.4 gezeigt, dargestellt. Damit besteht das gesamte Modell aus 13 Leitern und 15
Réndern. Beginnend mit dem Eisenkern erfolgt die Nummerierung der Leiter sowie Rinder
von links nach rechts. Es ergibt sich eine Belegung, die dem Schema

[16G" = (0 [0] [o] [0} [0f [o] (0] {+ [0} [0} [0] (o} [o] [o] [o]

(2.99)

entspricht; der Matrixblock [IG"] weist die gleiche Belegungsstruktur auf. Mit [#] ist in
dieser Darstellung ein belegter Block mit den Dimensionen der entsprechenden Randele-
mentzahlen gekennzeichnet. Demgegeniiber stellt [0] einen Block aus Nullen dar. Auf der

1
2 3

oo RI1y tvi|v [|vijva VIITIX | X || XI X1 (X111

L LI\

Bild 2.4: Einfaches Modell eines Drehstromtransformators zur Veranschaulichung der Struktur des Glei-
chungssystems. Die arabischen Zahlen geben die Nummer des Randes, die rémischen die des Leiters an.
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2 Lésung eines Randwertproblems mit der Randelementmethode

Diagonalen bestimmen sich die Zeilen und Spalten der Blécke aus der Anzahl der Randele-
mente des gleichen Randes. Daher ergeben sich dort immer quadratische Matrixblécke. Fiir
Matrixblocke, deren Struktur von der Lage der Rénder in verschiedenen Isolationsgebieten
abhingt, gilt

[10G" = © [ [0 [o] 0] ] [ ] [ (0] [0] [o] [o] [o] (o]

(2.100)

bzw. analoges fiir die Matrix [IG?]. Demgegeniiber besitzt der Block [AL] die Gestalt

¢ 4 B[] (o] o] [o] (0} [o] [0] (o] [0] [o] [o] [0]
(o [0 {0 [ fo] [o] {o] (0] {0} [0] [0] [0] [0] [o] [0
o [0 [ [0 {

(0 [0 [of [of [o] [« [of {o] [o] [o] [0] (0] f{o] [o] [0
[OF [0 [0 [of (0] [0 [<] [o] [o] [0] (0] [o [of [0] (o]
L o fo] [0] (o] [0} [o] (0] [ (0] [o] [0} [o] [0} [0] (0]
M = (0 (o (o] [0} [o] [o] [o] [0] [+] (o] [0] [0} [of [0] [0}
(o fo] (0] [o] {o] [o] (o] [0} {0} [+] [o] [0] [0] [0] [0]
(0 o] (0] fo] [o] {o] [o] (0] [o] [0} [«] [0} [0] [0] [0
(0] o} (0] fof [o] [of [o] fo] [of [0] [o] [+ [0] [0] [0
o [0} [o] [o] [0] [0} {o] (o] [of [0] (o] [of [« [0] [0
(o [o] {o] [of [0} [0} [o] [o] [0f [o] [o] [0] [0] [+] [0
(O fo] {o] [0} [o] fo] {o] (o] [of fo] [o] [o0] [o] [o] [«

(2.101)

wihrend [S] ein dazu transponiertes Belegungsschema aufweist. Die Belegung der Matrix-
blocke ist ausfithrlich dargestellt worden, denn sie eréffnet den Zugang zu der Lésungsme-
thode des Gleichungssystems. Aufgrund dessen Gréfle wird dafiir ein spezieller Algorithmus
bendtigt.

2.3 Spezieller Losungsalgorithmus fiir das lineare Glelchungssys-
tem des Randwertproblems

Prinzipiell kann das zur Losung des diskretisierten Randwertproblems aufgestellte linea-
re Gleichungssystem mit den bekannten Methoden bearbeitet werden. Fiir die hier durch-
gefiihrten Feldberechnungen an Leistungstransformatoren st68t man mit den herkdmmlichen
Verfahren jedoch sehr schnell an die Grenzen der verfiigharen Rechenleistung.
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2.3 Spezieller Losungsalgorithmus fiir das lineare Gleichungssystem des Randwertproblems

Wenn man bei einem 110-kV-/10-kV-Transformator von oberspannungsseitig etwa 1000
Windungen ausgeht, sind bei der Schaltgruppe Yd knapp 160 Windungen in der Unter-
spannungswicklung zu beriicksichtigen. Allerdings bestehen die Leiter der Unterspannungs-
wicklung in der Praxis zum Teil aus Drill-Leitern mit bis zu 20 Teilleitern. Damit hétte
man insgesamt ungefihr 4200 Leiter nachzubilden. Jede Windung ergibt wiederum zwei
Querschnittsfiichen in der zy-Ebene, einen Hin- und einen Riickleiter. Bildet man die 8400
Rinder nur durch ein Minimum von vier Randelementen pro Rand, also eines pro Seite,
nach, so miissen bereits 33600 Randelemente berticksichtigt werden. Entsprechend den obi-
gen Erlduterungen wird die Dimension des zu lésenden Gleichungssystems vom doppelten
der Randelementezahl zuziiglich der Anzahl der Leiter bestimmt. In diesem Fall ergibt sich
eine Dimension von 75600. Bildet man nun zugleich alle drei Phasen eines Drehstromtrans-
formators nach, dann wiren weit iiber 200000 Gleichungen zu lgsen.

Gleichungssysteme dieser Griflenordnung bendtigen bei Verwendung von doppelt genauen
komplexen Zahlen einige hundert Gigabytes Speicher, die auch heute normalerweise nicht
verfiigbar sind. Zunichst soll deshalb die Problemgréfie durch Ausnutzen von vorhande-
nen Symmetrien halbiert werden. Diese Mafinahme reduziert den Speicherbedarf um den
Faktor vier, da der bené&tigte Speicher vorn Quadrat der Dimension des Gleichungssystems
abhiingt. Anschliefiend wird ein speziell auf das vorliegende Problem zugeschnittener Gauf-
Algorithmus beschrieben, der mit Blockmatrizen und dynamischer Speicherverwaltung ar-
beitet. Dieser ermoglicht die Losung extrem grofler Gleichungssysteme bei beschrinktem
Speicherplatz. Zum Abschluss dieses Kapitels werden die Berechnungsmdéglichkeiten be-
schrieben, die aus der Losung des linearen Gleichungssystems resultieren.

2.3.1 Ausnutzung der Symmetrie des Modells

Aufgrund ihrer Geometrie weisen die bisher dargestellten Transformatormodelle in den Ab-
bildungen 2.2 und 2.4 gleich mehrere Punkt- und Achsensymmetrien auf. Allerdings kénnen
die wenigsten dieser Symmetrien ausgenutzt werden, denn nicht allein die Geometrie muss
symmetrisch sein, sondern auch die Stromeinprigung. Die Abbildung 2.5a stellt diesen Sach-
verhalt schematisch dar. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass reale Transformatoren
tatsédchlich etwa eine halbe Windungshéhe Versatz zwischen den Hin- und Riickleitern auf-
weisen. Dass dieser Fehler vernachldssigt werden darf, wird bei der konkreten Berechnung
der Streuinduktivititen am Beispiel eines 110-kV-/10-kV-Transformators im Abschnitt 3.3.7
durch eine Parametervariation (Sensitivititsanalyse) nachgewiesen.

Entscheidendes Kriterium fiir ein symmetrisches Modell sind symmetrische Magnetfelder.
Diese werden erzeugt, wenn sowohl Geometrie als auch die physikalischen Daten der Leiter
sowie die Stromeinprigung symmetrisch sind. Dabei gibt es zwei Auspriagungen der Sym-
metrie:

Die erste ist die in Bild 2.5a dargestellte Achsensymmetrie, die fiir die hier modellierten
Transformatoren relevant ist. Auf der einen Seite fliefit der Strom in die Leiter hinein,
wiahrend er auf der anderen Seite der Symmetrieachse in den korrespondierenden Leitern
wieder herausfliefit. In diesem Fall ist der Umlaufsinn der Feldlinien auf beiden Seiten ge-
nau entgegengesetzt, ndmlich an der Symmetrieachse um 180° gedreht. Das berechnete Vek-
torpotential, dessen Normalenableitung, sowie auch die Konstanten der Leiter K| werden
ebenfalls in gleicher Weise gedreht. Da diese Grisflen sich auf die z-Achse beziehen, weisen
sie durch die Drehung auf beiden Seiten der Symmetrieachse entgegengesetzte Vorzeichen
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Bild 2.5: Verschiedene Mbglichkeiten der Symmetrie. a) Normale Achsensymmetrie beim Transformator
mit um 180° gedrehten Feldern. b) Achsensymmetrie beim Wandler mit gleichsinnigen Feldern. c¢) Keine
Symmetrie bel mehrphasigen Modellen.

auf. Thr Betrag ist jedoch gleich, so dass die entsprechenden Gleichungen zusammengefasst
werden kénnen und sich deren Anzahl halbiert. Leiter, die auf beiden Seiten der Symmetrie-
achse liegen, diirfen keinen Strom fiihren. Bei Transformatoren erfiillt der Eisenkern diese
Bedingung. Eine Gleichung fiir die Konstante X eines jeden solchen Leiters bleibt erhalten.

Nicht verwendet wird in dieser Arbeit die zweite Form der Symmetrie aus Abbildung 2.5b.
Sie kann teilweise bei der Berechnung von Wandlern eingesetzt werden. Dort ist die Strom-
einpriagung auf beiden Seiten der Symmetrieachse gleichgerichtet. Damit ergeben sich gleich-
sinnige Felder; die korrespondierenden Vektorpotentiale und Leiterkonstanten sind identisch.
Auch die Normalenableitung ist bis auf die Tatsache identisch, dass sie in die gespiegelte
Richtung zeigt. Dadurch werden wiederum zwei Gleichungen fiir eine symmetrische Grofie
zu einer einzigen reduziert.

Der in Abbildung 2.5¢ skizzierte Drehstromtransformator zeigt keine Symmetrie auf, weil
die geometrisch korrespondierenden Leiter nicht die Hin- und Riickleiter einer Windung
darstellen. Zwar kdnnen fiir Spezialfille ~ wie bestimmte Arten der Stromeinprigung -
Symmetrien genutzt werden, fiir die in dieser Arbeit durchgefiihrten Rechnungen sind jedoch
immer asymmetrische Stromeinprigungen notwendig (siehe Kapitel 3.2).
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2.3.2 Strukturierung der Gleichungssysteme durch Blockmatrizen

Auch unter Ausnutzung vorhandener Symmetrien bleiben noch immer zu groBe lineare Glei-
chungssysteme zu losen, als dass man sie mit einem konventionellen Gauf-Algorithmus be-
arbeiten kénnte. In diesem Fall miisste ndmlich das gesamte Gleichungssystem vollstdndig
im Speicher vorhanden sein. Angesichts dessen Dimension verbietet sich diese Mafinahme.
Weiterhin ist hier ein Gleichungssystem zu losen, das weder mit Bandmatrizen noch mit
Sparse-Matrix-Algorithmen effektiv beschrieben werden kann. Gerade bei Ausnutzung von
Symmetrien liegt der Besetzungsgrad deutlich tiber 40 %; ohne Symmetrien ist er geringfiigig
niedriger. Daher ist ein anderer Weg zur Losung einzuschlagen.

Ausgenutzt wird die Eigenschaft, dass beim zu berechnenden Modell die Struktur der
Matrixblécke gemif der Gleichungen (2.99), (2.100) und (2.101) nur von der Geometrie
abhingt. Dieses ermdglicht einen Algorithmus, der — basierend auf dem Gaufischen Verfah-
ren - analytische Rechenvorteile und dynamische Speicherverwaltung kombiniert. So spart
er in erheblichem Umfang Speicher und Rechenzeit ein.

Bei dem Verfahren wird von der in {9] vorgeschlagenen Einteilung groBer Gleichungssysteme
in Blocke ausgegangen. Von denen kann jeder einzelne im Speicher des Rechners dargestellt
werden, wihrend das Gesamtsystem entschieden zu grof dafiir wire. Bei dem hier vorlie-
genden Problem bietet es sich zunichst an, die sich aus der Verteilung der Randelemente
auf die Rander ergebende Blockstruktur zu verwenden. Diese naheliegende Wahl erzeugt
jedoch sehr viele extrem kleine Blocke. Modelliert man z.B. einige tausend Leiter mit je vier
Randelementen, so erhilt man ein Gesamtsystem, das sich aus Millionen von 4 x 4-Matrizen
zusammensetzt. Matrizen dieser Gréfenordnung passen zwar problemlos in den Speicher,
erreichen bei der Bearbeitung jedoch nur Bruchteile der Peakperformance des Rechners.
Dieses Verhalten wird durch Benchmarktests belegt, die anhand von Matrixoperationen
wie Inversion oder Multiplikation die Leistungsfihigkeit der Rechner messen. Sie erreichen
typischerweise bei Dimensionen ab 1000 ein Mehrfaches der Leistung im Vergleich zu Di-
mensionen um 100, vgl. [11]. Besonders auf Parallelrechnern nimmt die Leistungsfihigkeit
mit der Problemgréfie zu, wie in [12] gezeigt wird.

Infolgedessen teilt ein verbesserter Ansatz das Gleichungssystem in nur so viele Blocke
ein, dass moglichst mehrere davon gleichzeitig in den Speicher des Rechners passen, jeder
einzelne aber nicht zu klein wird. Bei den in dieser Arbeit geldsten Gleichungssystemen
mit typischerweise 50000 bis 130000 Gleichungen hat sich eine Einteilung in 20 mal 20
Blocke bewdhrt. Eine solche Blockbildung kann anhand der Matrizen (2.99) und (2.100)
illustiert werden. Es sollen die Matrixblécke [I8G"] und [I8G®] beispielsweise in fiinf mal
fiinf Unterblécke zerlegt werden. Eine Einteilung gemiafl
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entspricht der gewiinschten Struktur, wenn man die durchgezogenen Linien als Blockgrenzen
auffasst. Analog dazu gliedert man [I8G?] folgendermafien auf:
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Bereits die beiden Beispiele zeigen, dass es bei dieser Blockstruktur zu verschiedenen Typen
von Blocken kommen kann. Neben den beiden Typen vollstindig besetzt und vollstindig
unbesetzt gibt es auch teilweise besetzte Blocke. Deren Anteil ist bei Modellen mit vielen
Tausend benachbarten Leitern allerdings gering. Deshalb werden auch diese nicht optimal
ausgefiillten Blocke verwendet, weil der dadurch entstehende Mehraufwand begrenzt ist. Ein
wichtiger Vorteil neben der Geschwindigkeitssteigerung bei richtig dimensionierten Blécken
besteht darin, dass man anhand der geometrischen Lage der Rénder feststellen kann, ob ein
Block iiberhaupt von Null verschieden ist. Im weiteren Verlauf der Arbeit erméglicht die
Kenntnis der Nullblécke das Ausnutzen von Rechenvorteilen.

In [9] wird das Ldsen eines in Blécke eingeteilten linearen Gleichungssystems mit dem Gauf-
Algorithmus beschrieben, bei dem anstelle der Zahlen nun Blockmatrizen treten. Die Grund-
rechenarten werden dabei durch algebraische Matrixoperationen ersetzt: Bei der Multipli-
kation von Matrizen muss man in diesem Zusammenhang auf die Reihenfolge achten, da die
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Matrizenmultiplikation im Gegensatz zur Multiplikation komplexer Zahlen nicht kommuta-
tiv ist. Insbesondere miissen natiirlich auch die Matrixdimensionen zusammenpassen. Wei-
terhin wird die tibliche Division durch die Multiplikation mit der inversen Matrix dargestellt.
Natiirlich kénnen nur quadratische Matrizen invertiert werden. Beim Gauf-Algorithmus
muss deshalb bei der Einteilung der Zeilen und Spalten in Blécke darauf geachtet werden,
dass die Matrizen auf der Diagonalen quadratisch werden. Dieses entspricht der Forderung,
dass beim GauB-Algorithmus mit Zahlen die Diagonalelemente nicht Null sein diirfen, denn
durch sie muss geteilt werden. Eine Einschrinkung stellt diese Bedingung nicht dar, weil man
sie stets durch eine identische Einteilung der Blocke beziiglich Zeilen und Spalten erfiillen
kann.

Voraussetzung fiir die Funktionsweise eines Gauf- Algorithmus mit Blockmatrizen ist damit,
dass alle Blocke auf der Diagonalen invertierbar sind, wenn das Verfahren bei der Bearbei-
tung in der entsprechenden Zeile angekommen ist. Dieses ist nicht grundsiitzlich der Fall
und héngt stark von der Reihenfolge der Matrixblocke in Gleichung (2.88) ab. Es hat sich
gezeigt, dass die zu losenden linearen Gleichungssysteme bei der gewihiten Reihenfolge der
Matrixblécke sehr gut konditioniert sind, so dass auch bei gréfiten Dimensionen die entspre-
chenden Matrizen invertierbar bleiben.

An dieser Stelle soll der Gauf3-Algorithmus nicht im Detail besprochen werden. Im Anhang A
ab Seite 139 ist ein Beispiel ausfiihrlich mit allen benstigten Matrixoperationen dargestellt.
Besonderes Augenmerk wird dort auf das Speicherverhalten gelegt. Den wesentlichen Schritt
bei der Einsparung von Speicher stellt die dynamische Verwaltung der Blockmatrizen dar.
Ein solcher Matrixblock belegt erst dann Speicher, wenn er erzeugt wird. Nach der letzten
Verwendung eines Matrixblockes muss dieser sofort geléscht und der entsprechende Spei-
cher wieder freigegeben werden. Dieses Verfahren eignet sich ebenfalls dazu, zwischenzeitlich
nicht benétigte Matrixblécke auf die Festplatte oder andere Speichermedien ~ wie z.B. spe-
zielle Erweiterungsspeicher — auszulagern. Diese Méglichkeit ist z.B. auf einer NEC SX-4 am
Hochstleistungsrechenzentrum Stuttgart genutzt worden. Damit wird die Grile der Glei-
chungssysteme nur durch den verfiigharen Auslagerungsspeicher beschrinkt, der meist in
viel groBerem Mafstab zur Verfiigung steht als konventioneller Speicher. Es sind sogar Ver-
suche unternommen worden, die ausgelagerten Matrizen zu komprimieren. Obwohl teilweise
Kompressionsraten von bis zu 90 % erreicht werden konnten, hat sich dieses Verfahren wegen
seiner Unberechenbarkeit beziiglich des tatsédchlich benstigten Platzes sowie der wesentlich
gestiegenen Rechenzeit nicht bewdhrt.

Eine weitere Moglichkeit, den Speicherbedarf bei der Losung des linearen Gleichungssystems
merklich zu senken, stellt eine nur teilweise Losung des Problems dar. Bekanntlich hat der
Gauf-Algorithmus die Eigenschaft, den Lésungsvektor von unten nach oben zu erzeugen.
Wenn man tatséchlich nicht alle Elemente des Losungsvektors benétigt, kann man die wirk-
lich zu berechnenden Grofien ans Ende stellen und die Lésung abbrechen, sobald dieser Teil
bestimmt ist. Auf diese Weise spart man nicht nur die Rechenzeit fiir den unerheblichen
Teil der Losung, sondern man kann auch bei der Erzeugung der oberen Dreiecksmatrix jede
abgearbeitete Zeile vollstindig 16schen, solange die bendtigten Elemente des Lisungsvektors
eine grofere Zeilennummer aufweisen. Dieses Vorgehen bewdhrt sich immer dann, wenn die
Vektorpotentiale und deren Normalenableitungen nicht explizit benttigt werden, sondern
nur die Konstanten [K], 2.B. wenn allein die Streuinduktivitdten interessieren.

Weiterhin wird ausgenutzt, dass beim Gaufi-Verfahren auf der Diagonalen Einheitsmatri-
zen entstehen und zunfichst unterhalb der Diagonalen und spéter auch oberhalb Nullblocke
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erzeugt werden. Natiirlich miissen diese Matrixblcke nicht mehr berechnet werden. Genau-
sowenig muss man sie im Speicher behalten, wenn man weiB, bei welchen der Matrixblscke es
sich um Nullblécke oder Einheitsmatrizen handelt. Alnliche Rechenvorteile erreicht man, in-
dem Multiplikationen mit Nullmatrizen oder Additionen zu Nullmatrizen nicht mehr explizit
ausgefiihrt werden. Hierbei ist es von grolem Nutzen, allein aus der Geometrie entscheiden
zu kénnen, ob Blécke belegt sind oder nicht.

Im Beispiel im Anhang A wird detailliert beschrieben, wie diese Rechenvorteile ausgenutzt
werden. Ebenfalls werden die Auswirkungen auf den Speicherbedarf und die Rechenzeit
betrachtet, wenn man das Gleichungssystem nur teilweise 16st. Das Beispiel zeigt die deut-
lichen Vorteile, die der auf das vorliegende Problem spezialisierte Algorithmus bringt. Mit
diesem Verfahren bestimmte Losungen miissen noch den Auswertungsrechnungen im folgen-
den Abschnitt unterzogen werden, um z.B. die Streuinduktivititen eines Transformators zu
bestimmen. ‘

2.3.3 Auswertung des Lésungsvektors

Neben den konstanten Vektorpotentialen auf den einzelnen Randelementen und deren Nor-
malenableitungen enthilt der Losungsvektor auch noch die Konstanten der Leiter. Auf die
physikalische Bedeutung dieser Gréflen ist bisher noch nicht eingegangen worden. Dies er-
folgt nun.

Aus der Definition der Konstanten K (2.16) geht hervor, dass sie sich proportional zum
konstanter Gradienten des skalaren Potentials ¢ in 2-Richtung verhalten. Dann ist fiir das
Potential auch die erweiterte Darstellung

9(2) = jwK, -z+Y, (2.104)

moglich. Sie enthalt eine zusdtzliche Konstante Y . Bei dieser Gré8e handelt es sich um eine
Integrationskonstante, die im Folgenden wieder aus der Rechnung herausfillt. Die Gleichung
(2.104) gestattet jedoch nun eine Interpretation der Konstanten X, . Sie stellt ein Ma8 fiir
den Spannungsabfall pro Lingeneinheit entlang des Leiters n dar. Fiir die Spannung in
z-Richtung des Leiters n ergibt sich

Uls,2) = 6 (2) — b () = jwKy - (21— 2). - (2105)

Verwendet man den auf die Linge bezogenen ohmschen Widerstandes R], fiir jeden Leiter
n und die ebenso bezogene Induktivitét Ly, so erhdlt man den Ausdruck

A
Z% = (R +jwl)-1A; (2.106)

die Konstante X, kann somit durch

1

K. = (L:, + JER;) -1A (2.107)

dargestellt werden. Da R;, und L/ rein reelle Grofien sind, gilt insbesondere
L,=Re(K,)-1A - (2.108)
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sowie
R =jw -Im(K,)-1A. (2.109)

Anders als die Konstanten der Leiter kénnen die Vektorpotentiale auf den Randelementen
direkt physikalisch interpretiert werden. Sind diese Vektorpotentiale sowie deren Norma-
lenableitungen und die Leiterkonstanten bekannt, ergibt sich aus den Beziehungen (2.68)
bzw. (2.69) das Vektorpotential an einer beliebigen Stelle (z,y) in der zy-Ebene. Liegt der
Punkt (z,y) innerhalb einer Leiterquerschnittsfliiche, so ist Gleichung (2.68) zu verwenden.
Dagegen gilt fiir einen Punkt (z,y) im Gebiet der Isolation die Gleichung (2.69).

Weitere Feldgrofien lassen sich aus dem Vektorpotential an der Stelle (z,y) bestimmen.
Bildet man die Rotation des Vektorpotentials, ergibt sich nach Gleichung (2.8) die magne-
tische Induktion B. Fiir deren Berechnung ist hierzu jedoch die Ableitung durch Differenz-
bildung erforderlich, die bekanntlich nummerische Probleme bereiten kann. Einfacher ist
die Bestimmung der lokalen Stromdichte {iber die Gleichungen (2.12) und (2.16), wenn das
Vektorpotential an der betreffenden Stelle ermittelt ist.

Besonders ist die Moglichkeit herauszustellen, Feldgrofen an beliebigen Stellen zu berechnen.
Man ist nicht auf ein Raster festgelegt, sondern kann fiir dicht beieinander liegende Punk-
te unterschiedliche Vektorpotentiale und damit Magnetfelder oder Stromdichten erhalten.
Natiirlich ist die Genauigkeit der Rechnung von der Feinheit der Randelemente abhingig,
aber selbst fiir grobste Diskretisierungen ergeben sich immer kontinuierliche Verldufe der
FeldgréBen.

Im Mittelpunkt dieser Arbeit stehen jedoch weniger die konkreten Feldverldufe oder Strom-
verteilungen innerhalb eines Leistungstransformators, sondern vielmehr die im néchsten
Kapitel beschriebene Berechnung der Streuinduktivitdten aus den korrespondierenden Kon-
stanten (K.
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3 Berechnung der Streu- und Nullinduktivititen sowie
der Kurzschlussverluste

Unter dem Streufluss eines Transformators versteht man in einer anschaulichen Erliute-
rung denjenigen Anteil des magnetischen Flusses, der nicht vollstindig die Primir- und
Sekundirwicklung umschliet. Dabei ist seine Grofle direkt vom felderzeugenden Strom
abhéngig. Als ein exaktes Ma$ fiir den Zusammenhang zwischen Strom und Streufluss dient
der Begriff der Streuinduktivitét. Diese stellt im Falle eines sekundérseitigen Kurzschlusses
zugleich die wesentliche Reaktanz eines Transformators dar. Deshalb wird sie auch als Kurz-
schlussreaktanz bezeichnet. Fiir die Auslegung von Netzen sind die Kurzschlussreaktanzen
der Transformatoren von entscheidender Bedeutung.

In diesem Abschnitt sollen zunéchst mit der Randelementmethode die induktiven Kopplun-
gen zwischen den Wicklungen realer Leistungstransformatoren bestimmt werden. Daraus
lassen sich dann deren Kurzschlussreaktanzen berechnen. Dabei zeigt sich, dass die numme-
risch ermittelten Werte zum Teil sehr gut mit Messwerten des Herstellers iibereinstimmen.
Dieses Ergebnisse bestitigen, dass die beschriebene Modellierung und Diskretisierung er-
laubte Naherungen darstellen.

3.1 Einphasige Zweiwicklungstransformatoren

Am Beispiel eines einphasigen Zweiwicklungstransformators wird erldutert, wie die indukti-
ven Kopplungen mit der Randelementmethode bei einem ebenen Transformatorenmodell
bestimmt werden kénnen. Dazu wird ausfithrlich die nummerische Berechnung mit der
Randelementmethode erldutert. Prinzipiell ist das Verfahren bei anderen Transformator-
typen identisch, so dass dort nur auf die Besonderheiten und Abweichungen eingegangen
wird. Zunéchst wird das bekannte einphasige Ersatzschaltbild erlgutert.

3.1.1 Ersatzschaltbild einphasiger Zweiwicklungstransformatoren

Oberspannungsseitig weise ein einphasiger Zweiwicklungstransformator die Windungszahl
w; und unterspannungsseitig die Windungszahl w, auf. Wie in [13] abgeleitet ist, beschreiben
die Systemgleichungen

Uy =jwlidy —jwMl,, U,=jwlyl,-jwMIl, (3~1)

den Zusammenhang zwischen den ober- und unterspannungsseitigen Strémen und Span-
nungen. Darin stellen die Induktivititen L, und L; die Selbstinduktivititen der beiden
Spulen dar, wihrend M als Gegeninduktivitdt den Koppelfluss bestimmt. Die aus diesen
Induktivititen abgeleiteten Reaktanzen X, = w(L; — M) und X, = w (L2 — M) sowie
die Hauptreaktanz Xy = wM bilden unter Vernachléssigung der ohmschen Widerstande das
in Abbildung 3.1 dargestellte bekannte T-Ersatzschaltbild eines einphasigen Zweiwicklungs-
transformators.

Man definiert nach [14] magnetische Leitwerte A so, dass

L1 = ’IU%AI (UJ) s L2 = ’LU%AQ (w) f M= w1w2A12 (w) (32)
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Bild 3.1: Einphasiges T-Ersatzschaltbild eines Zweiwicklungstransformators.

gilt. Es beschreiben A; und A, die magnetischen Leitwerte der Ober- und Unterspannungs-
wicklung, die ein Ma8 fiir die Summe aus Koppel- und Streufluss bilden. Der Koppelleitwert
Aq; stellt nur den Koppelfluss dar. Aufgrund von Wirbelstromeffekten und damit zusam-
menhéngenden Anderungen in den inneren Induktivititen sind diese Leitwerte frequenz-
abhéingig. Bei der hier vorgestellten Berechnungsmethode, die auf einer Feldlésung beruht,
werden diese Abhingigkeiten beriicksichtigt. Setzt man die Leitwerte in die Reaktanzen-der
Abbildung 3.1 ein, so ergeben sich mit

.X,,l =w (wf/\l (w) - ’Ll)]_'szm (w)) (33)
XUQ =W (’U)gAg ((.d) - UJ1'U)2A12 (w)) (34)

und
Xh = wwl'ngu (w) (35)

Reaktanzen, die physikalisch nicht zu interpretieren sind, da eine der beiden Reaktanzen
Xo1 oder X2 negativ werden kann. Sie werden fiir den Spezialfall w; = w, jedoch stets
positiv. Dann gilt

Kot = ww? (A () — Ay (w)) (3.6)
X¢72 = DJ’U)? (A2 (Ld) - A12 (UJ)) (37)

und
Xh = wwam (w) . -(3.8)

Unter diesen Voraussetzungen beschreiben die Reaktanzen Xo1 und X, die Streufelder,
wihrend X den Hauptfluss darstellt. Man definiert dann Xo1 als primdre und X,, als
sekundére Streureaktanz. Deren Summe

Xo =X+ X2 (39)

heifit einfach Streureaktanz. Ihr entspricht die Streuinduktivitit

X5

L, = P (3.10)

die bis in den kHz-Bereich nur sehr schwach von der Frequenz abhingig ist, wie die Abbil-
dung 3.3 auf Seite 43 zeigt.

34



3 Berechnung der Streu- und Nullinduktivititen sowie der Kurzschlussverluste

Um reale Transformatoren mit ungleichen Windungszahlen ober- und unterspannungsseitig
mit diesen Begriffen beschreiben zu kénnen, werden alle Gréfien auf die primérseitige Win-
dungszahl w; bezogen. In diesem Fall ist das Ersatzschaltbild 3.2 giiltig. Mit 4 = %’; werden
sekundirseitig Strom, Spannung sowie die Reaktanz nach den bekannten Regeln zu

1
L= 11
L=z-L (3.11)
Up=i-U, (3.12)
sowie
b2 = 2 Xo (3.13)

transformiert. Verwendet man diese Grdfien, so lassen sich die Koppelgleichungen (3.1) als

Uy = jww} (ML - Aply), Up = jww} (Al — Aolb), T (3.14)
schreiben. Damit sind die Gleichungen (3.6) bis (3.10) zur Berechnung der Streuinduktivitét
auch bei Transformatoren mit unterschiedlichen Windungszahlen anwendbar.
Messtechnisch erhélt man die Streureaktanz bei einem Kurzschluss an der sekundéren Wick-
lung - also U, = 0 - als Eingangsreaktanz des Ersatzschaltbildes zu

Xk = Xg'l + X",z ” Xh. (315)

Beachtet man die Tatsache, dass die Hauptreaktanz Xy, sehr viel grofler ist als X, und X_,,
so gilt die Ndherung

Xy Xo1 + X;z. (3.16)

Man bezeichnet Xy auch als Kurzschlussreaktanz. Hiufig wird bei einem Transformator
diese nicht selber angegeben, sondern vielmehr die relative Kurzschluss-Spannung uy. Thren
induktiven Anteil u, bestimmt man aus der Bemessungsspannung Ut und der Bemessungs-
leistung Syt des Transformators durch

w = Ser - Xy
Uk

(3.17)

Fiir den Fall, dass man in dieser Rechnung die ohmschen Verluste nicht vernachlissigt, ergibt
sich zusitzlich zu dem induktiven Anteil der Kurzschluss-Spannung u, noch der ohmsche
Anteil u,. Zusammen folgt fiir die relative Kurzschluss-Spannung

up = u? +ul. (3.18)
Xo=ow? (Ai-Agp) Xgh =ow? (AgAsp)

v,| & '2 L Ly
_1l Xy=ow] A, _Q’zl l__z
° il

Bild 3.2: Einphasiges T-Ersatzschaltbild eines Zweiwicklungstransformators. Alle Groflen sind auf die
primérseitige Windungszahl w, bezogen.
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3.1 Einphasige Zweiwicklungstransformatoren

Alle drei Grofien Streninduktivitit, Kurzschlussreaktanz und relative Kurzschluss-Spannung
konnen leicht ineinander {iberfiihrt werden. In dieser Arbeit soll die relative Kurzschluss-
Spannung zur Beschreibung der Kurzschlussreaktanz bzw. Streuinduktivitit dienen. Sie wird
daher spiter zum Vergleich zwischen den berechneten und den vom Hersteller gemessenen
Werten verwendet.

3.1.2 Nummerische Bestimmung der induktiven Kopplungen

Fiir die Berechnung der Streuinduktivitit eines Transformators ist es notwendig, das Strom-
Spannungs-Verhalten in einer Impedanzform

(8)-(2 2)-(%) o9

darzustellen. Der Index 1 bezieht sich dabei auf die Oberspannung; unterspannungsseitige
Grisflen sind mit 2 indiziert. Es sind zunichst die induktiven Kopplungen zwischen allen
Leitern zu bestimmen. Da Induktivitiiten nur zwischen Leiterschleifen definiert sind, werden
alle modellierten Leiter zu Paaren zusammengefasst. Jede Windung, bestehend aus einem
Hin- und einem Riickleiter, stellt ein Leiterpaar dar. Weil der Strom im Hinleiter durch
den Riickleiter zuriickfliefit, ist die notwendige Eigenschaft (2.34) sichergestellt, dass die
Stromsumme in der zy-Ebene verschwindet.

Induktive Kopplungen zwischen zwei Leiterpaaren sind anschaulich dadurch gekennzeichnet,
dass eine Stromeinprigung in einem Leiterpaar einen Spannungsabfall in beiden Windungen
bewirkt. Um sdmtliche induktiven Kopplungen zwischen allen Leiterpaaren zu berechnen,
muss in einer eigenen Rechnung in jede Windung ein Strom eingeprigt werden, wiahrend
alle anderen stromlos bleiben.

Trotz der mitunter groflen Zahl an modellierten Leitern und damit an Windungen lassen sich
alle induktiven Kopplungen auf einmal berechnen, denn die Stromeinprigungen in die Leiter
gehen nur in den Matrixblock [u]] ein. Dieser Block gehort zur Inhomogenitét des linearen
Gleichungssystems (2.88). So ldsst sich jede Stromeinprigung als eine Spalte einer Matrix
betrachten, die an die Stelle des inhomogenen Vektors tritt. Da der Gaufl-Algorithmus be-
kanntlich die simultane Losung mehrerer Gleichungssysteme erlaubt, die sich nur in der
Inhomogenitit unterscheiden, erhilt man als Losung des Gleichungssystems folglich eine
Matrix mit ebenso vielen Spalten wie die Matrix der Inhomogenitit. Jede Spalte stellt dann
die Losung fiir eine Stromeinpragung dar. In den Konstanten der Leiter, die - wie oben ab-
geleitet — die Spannungsabfille entlang der Leiter beschreiben, steckt die gesamte benédtigte
Information. Deshalb muss das Gleichungssystem nur so weit geldst werden, bis der Block
mit den Leiterkonstanten bestimmt ist, wie es schon im Abschnitt 2.3.2 als teilweises Losen
des linearen Gleichungssystems beschrieben worden ist.

An dieser Stelle soll darauf hingewiesen werden, dass bei einphasigen Zweiwicklungstrans-
formatoren die Leiterpaare aus Hin- und Riickleiter geometrisch eine Symmetrie aufweisen.
Durch die Art der Stromeinpriagung bleibt diese erhalten, weil jeweils der Strom auf der
einen Seite hin- und auf der anderen zuriickfliet.

Verwendet man eine Stromeinprigung von I = 1 A bei der Berechnung der induktiven
Kopplungen, so erhélt man nach Ausfithrung der eben beschriebenen Rechnungen gemifl
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Gleichung (2.107) eine auf die Lange bezogene Impedanzmatrix

4 {2 {2
Zun 4ue o e Ky Ky - Kp
!
Ziym Zrpe t Zuge . Ky Kyp -+ Kop
. . . . = jw . .. . (3.20)
! {4 i
Ziwi Zine 0 Ziwe Ky Kng 0 Kynp

Mit N ist weiterhin die Anzahl der Leiter bezeichnet, wihrend P = wq + wo die Anzahl der
Leiterpaare darstellt. Aufgrund des Eisenkerns gilt bei Transformatormodellen gewshnlich
N = 2P + 1. K, ist die Konstante des Leiters | bei Stromeinprigung in der Windung
p. Analog dazu bezeichnet -Z—IL,lp die bezogene Impedanz des Leiters [ bei dieser Stromein-
priagung.

In einem zweiten Schritt werden aus den Impedanzen der Leiter die Impedanzen der Win-
dungen bestimmt. Dazu bendtigt man die Zuordnung von Leitern zu Paaren. Es soll die
Funktion m(p) den Hinleiter und mp(p) den Riickleiter des Leiterpaares p angeben. Die be-
zogene Impedanz eines Leiterpaares ergibt sich aus Gleichung (3.20) jedoch nicht einfach als
Summe der beiden Leiterimpedanzen, sondern als Differenz. Man muss die entgegengesetzte
Stromrichtung im Riickleiter beachten. Wahrend fiir die Leiterkonstanten eine Stromrich-
tung von vorn nach hinten positiv definiert ist, fliet in einem der beiden Leiter des betrach-
teten Paares der Strom entgegengesetzt. Definitionsgemas soll dieses der Riickleiter sein. Es
gilt fiir die Impedanz Zy, ,, der Windung p bei Stromeinprigung in Windung g deshalb

Zwpq = Zrmpia ~ Llmipl (3.21)

bzw. unter Verwendung der Impedanzform (3.20)

-nyv,n ZI)N,lz e Zé)v,n’
LW 21 Zw,zz Tt -Z-W,2P .
. . . . = Jw-
Zywp Zwpa - Lwpe
K i~ Enps Enwe = Emwe 0 Enore -~ Eooe
I_{m(Z),l = Lra(2),1 K_m(z)g - _K_m(z),z e K_m(z),P - K‘lrz(Z),P (3 22)
Koy~ Enpyy Enee—Enee 0 Enene — Keeyrp

Der Spannungsabfall entlang des Eisens ist in dieser Matrix nicht mehr enthalten. Nur die
bezogenen Impedanzen der P Windungen bei den verschiedenen Stromeinprigungen werden
weiterhin betrachtet.

Im Folgenden miissen nun die Impedanzen entsprechend ihrer Verschaltung zu einer Impe-
danzform wie Gleichung (3.19) zusammengefasst werden. Bei einer einfachen Spule sind alle
Windungen in Reihe geschaltet. In Leistungstransformatoren konnen jedoch auch Teile der
Wicklung parallel geschaltet sein. Zum Beispiel bei der Verwendung von Drill-Leitern hat
man etwa 20 parallele Strénge in der Wicklung. Es ist also nétig, sowohl Reihen- als anch
Parallelschaltungen von Windungen beherrschen zu kénnen.
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3.1 Einphasige Zweiwicklungstransformatoren

Als erstes betrachtet man zwei Windungen 1 und 2, die in Reibe geschaltet sind. Aus
Gleichung (3.22) kann man die Spannung U, iiber den Windungen durch

! ! ! il
Ql Zyv,n Zw,i12 | £wa3 T £W1P 11
! ! !
Qz .Z_w,m Zw,g Lwpeoy ° Zw,zp 12
4 7 7 !
Us | =1} Zwa Zwae | Zwas 0 Zwar || Is (3.23)
! ! ! !
Up Zw,m Zw,Pz Zw,m T —Z-W,PP Ip

aus den Windungsstromen bestimmt werden. Die Linge der Windungen ist mit [ gekenn-
zeichnet. Auf ihre Bestimmung wird im nichsten Abschnitt genauer eingegangen. Die aus
der Reihenschaltung der Windungen 1 und 2 entstandene Doppelwindung wird mit 1’ indi-
ziert. Es fliefit der Strom I, = I, = I,. Fiir die Spannung an der Windung n folgt damit

Il

L (Z,w,m /A TIPRY PR ACIURY PR RERE AR Ip)
=1 ((ZIVV,nl + _Z_lW,nQ) : -Ll’ + —Z-QV,H3 ) -‘L’i ++ Z..(N,np ) lP) . (324)

Dieses bedeutet nichts anderes, als dass die ersten beiden Spalten der Impedanzmatrix in
Gleichung (3.23) addiert werden, und die Summe die beiden urspriinglichen Spalten ersetzt,
wobei die Dimension des Stromvektors um Eins reduziert werden muss.

Um auch noch im Spannungsvektor die Reduktion durchzufiihren, berechnet man den Span-
nungsabfall iiber der Reihenschaltung der Windungen 1 und 2. Dieser betragt

u, = + U,
[ ((ZW11+ZW12) Li+ 2w Lo+ +Zwr  Ip) +
U ((Zwar + Zwas) Ly + Ziway - Ls + -+ + Ziyop - Ip)
= I ((Zw11+ZW12+Zw21+Zw22) I+
(Ewas + Zwaa) L+ + (Zwip + Zw ) - Ip)- (3.25)

Hier werden die ersten beiden Zeilen addiert, womit die Anzahl der Zeilen reduziert wird.
Insgesamt ergibt sich nach der Ausfiilhirung der Reihenschaltung mit

Uy Zyw 1 tZwaatZv ot 2w I ZwastZwa v ZwaptZwap L
Uy Zy 12w .3 Ziw 33 2y 3p Iy
Up Ziy p1tZw p2 2y 3 Zy pp Ip

eine Impedanzform, die aus Gleichung (3.23) durch Addition der durch Linien abgettenn-
ten Zeilen und Spalten folgt. Auf diese Weise kénnen nacheinander alle Reihenschaltungen
gusammengefasst werden. Sind auch Parallelschaltungen zu berticksichtigen, ist es sinnvoll,
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3 Berechnung der Streu- und Nullinduktivititen sowie der Kurzschlussverluste

von der Impedanz- auf die Admittanzform zu wechseln. Dazu muss die Impedanzmatrix
invertiert werden. In der Gleichung

I, Y X12 Xla T Zln U,

__l_z__ Yo Yoo|¥ey - Yo U,
L | =] Yo Y5 Ys -0 Yy |-} Us (3.27)
In an Y-—nZ X—na T —Xnn Qn

“sollen wiederum die ersten beiden Windungen bzw. Windungsblécke, falls schon Reihen-
schaltungen durchgefiihrt worden sind, zusammengefasst werden. Spannungen iber einer
Parallelschaltung sind identisch, so dass U;, = U, = U, gilt. Damit ergibt sich fiir den
Strom in der Windung m

—I-mZZmI'Q1+X_m2'U_2+Y—m3'—U-3+"'+—}—/-mn'gn
=Y +Ymo) Up +Yg Us+ -4+ Yoy - Uy, (3.28)
Wie bei der Reihenschaltung miissen auch hier die Spalten addiert werden, die beide Win-

dungen betreffen. Ebenfalls analog zur Reihenschaltung erfolgt die Addition der Zeilen.
Dabei gilt fiir den Gesamtstrom in der Parallelschaltung

L = Li+1,
= ¥y +Yy) Uy +Yos Ust--+Yy, U+
Vo1 +Yo) Uy + Yo Ut + Yo, - Uy (3.29)

= Y+ Y+ Y +Y0) Uy + Y+ Ye) Ug+ oo+ (Y + Yop) - U

Nach Ausfiihrung der Parallelschaltung wird das System der Windungen durch den Aus-
druck

Ly Y+ Y+ + Y0 Y+ Yy - Y. +Y, Uy
I3 - Yy +Yy, Yy e Y, ' U,
ln an + _an Znﬁ tot Xnn Qn

(3.30)

beschrieben. Fiir den Ubergang zu der neuen Impedanzform muss die Admittanzmatrix
wiederum invertiert werden.

Durch wiederholtes Anwenden von Parallelschaltungen oder Reihenschaltungen kann man
alle Windungen so weit zusammenfassen, dass nur noch die Ober- und die Unterspannungs-
wicklung als Ganzes iibrig bleiben. Die Impedanzform nimmt damit die gesuchte Gestalt
nach Gleichung (3.19) an. Aus dieser Gleichung kann dann wie im Folgenden beschrieben
die Streuinduktivitit bestimmt werden.
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3.1 Einphasige Zweiwicklungstransformatoren

3.1.3 Streuinduktivitit eines einphasigen Zweiwicklungstransformators

Aus den induktiven Kopplungen der Windungen ist eine Impedanzdarstellung der Form
(3.19) bestimmt worden, die das Strom-Spannungsverhalten der Wicklungen beschreibt.
Lost man die Impedanzen gemif Z = ! (R’ + jwL') auf, so kann man stattdessen

<Q1 ) - (Zn VAY ).(L ) =l,(R'11+J:WL/11 R32+jWL12 >_(lx )(3.31)
U, Ly Ly 1 Ry +jwly Ry +jwly I
schreiben. Dieses entspricht bis auf die chmschen Anteile den Systemgleichungen (3.1), die

am Anfang des Kapitels als Ausgangspunkt der Streuinduktivitdtsberechnung gedient ha-
ben. Aus den bezogenen Induktivitiiten der Gleichung (3.31) ergeben sich mit

1
Al = — . L. 3.32
5= g L (3.32)
die korrespondierenden Leitwerte. Mit ihnen bestimmt man wegen Gleichung (3.9) die Streu-
bzw. Kurzschlussreaktanz zu

Xy =wl-w?- (A, — AL, + Ay — AL). (3.33)

AnschlieBend kann aus Xy die Streuinduktivitit durch Gleichung (3.10) und die relative
Kurzschluss-Spannung durch Gleichung (3.17) ermittelt werden. Beachtet man zusitzlich
noch die ohmschen Anteile in Gleichung (3.31), so ist die Aufspaltung der relativen Kurz-
schluss-Spannung uy in u, und u, méglich.

Es fehlt nun noch die Windungslidnge [ zur vollstindigen Bestimmung der Streuindukti-
vitdt aus einem zweidimensionalen Transformatormodell mit der Randelementmethode. An
dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass die Streuinduktivitidt zunichst innerhalb des Mo-
dells berechnet werden muss, um danach den Ubergang auf einen realen Transformator
zu erreichen, indem man mit der Windungsldnge multipliziert. Wenn man zuerst die In-
duktivititen der einzelnen Windungen mit ihrer realen Linge multipliziert und dann zur
Streninduktivitit zusammenfasst, wird die berechnete Streninduktivitit von den Lingen-
unterschieden der Windungen bestimmt und nicht von den um Gré8enordnungen kleineren
Induktivitdtsunterschieden, die aus ihrer geometrischen Lage folgen. Um den Einfluss des
Abwicklungsfehlers zu begrenzen, ist es notwendig, wie bereits stillschweigend erfolgt, mit
einer mittleren Windungslidnge zu rechnen.

Der einfachste Ansatz fiir eine gemeinsame Linge aller Leiter besteht in einer Mittelung
der tatsichlichen Windungsldngen der nachgebildeten Leiter. Nachteilig daran ist, dass die
gesuchte Windungsldnge extrem von der Modellierung der Wicklungen abhéngig wird und
tiblicherweise damit auch nicht genau genug ist: Bildet man ndmlich viele Leiter in der
Unterspannungs- und nur wenige in der Oberspannungswicklung nach, so wird diese mitt-
lere Lange kleiner sein als in einem Modell, in dem genau umgekehrt mehr Leiter in der
Oberspannungs- als in der Unterspannungswicklung vorhanden sind.

Eine solche Abhéngigkeit kann man jedoch umgehen, wenn man die Leiterlingen gemaf
ihrer magnetischen Energie gewichtet mittelt. Die magnetische Energie einer Windung ¢
betriigt

W = %liLfI,?, (3.34)
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wobei I; die reale Windungslinge, L{ die auf die Linge bezogene Gesamtinduktivitit und
I; den in der Windung flielenden Strom bezeichnet. Gegebenenfalls muss dieser Strom um
einen Faktor korrigiert werden, wenn ein Modell-Leiter mehr als eine Windung in der Rea-
litdt darstellen soll. Um das gleiche Feld zu bewirken, muss der Strom im Modell-Leiter
mit der Anzahl der durch ihn nachgebildeten Leiter multipliziert werden. Mit der nach der
magnetischen Energie gewichteten Linge

Zw LIiT?
le& L/ I2 (3'35)
wird die einfache geometrische Mittelung um teilweise iiber 10 % korrigiert. Angesichts der
Tatsache, dass die berechneten Streuinduktivititen oft nur wenige Prozent von Messwerten
abweichen, wird deutlich, wie wichtig die richtige Wahl der mittleren Linge ist. Da sich die
energiegewichtete Lange in dieser Hinsicht bewshrt hat, wird

L=l ' (3.36)

als mittlere Windungslinge zur Streuinduktivititsberechnung verwendet.

An dieser Stelle soll ein Vergleich zum Verfahren von Rogowski gezogen werden (vgl. [1]).
In diesem spielt die Berechnung der mittleren Linge eine ebenso wichtige Rolle wie bei
der Verwendung der Randelementmethode. Wahrend in der urspriinglichen Rechnung die
Wicklungen einlagig sind, so dass deren Lénge verwendet werden kann, sté8t man bei der
Ubertragung von Rogowskis Methode auf moderne Leistungstransformatoren auf die glei-
chen Probleme wie oben. In der industriellen Transformatorenauslegung behilft man sich mit
Erfahrungsfaktoren. Diese sind durch Vergleiche mit Messreihen bisheriger Ausfithrungen
ermittelt und korrigieren zugleich auch die in der Rogowski-Theorie enthaltenen Modellver-
einfachungen. Herausgestellt sei, dass bei dem hier beschriebenen Verfahren ohne Kenntnis
von Erfahrungswerten die Streuinduktivitdten nummerisch bestimmt werden konnen. Bevor
die Berechnung der Streu- und Nullinduktivitéiten von dreiphasigen Zweiwicklungstransfor-
matoren beschrieben wird, sollen noch die Kurzschlussverluste untersucht werden.

3.1.4 Berechnung der Transformatorenverluste

Die wesentlichen Verlustkomponenten eines Transformators bilden die Eisen- sowie die Kurz-
schlussverluste, vgl. dazu auch [15]. Unter den Eisen- bzw. Leerlaufverlusten versteht man
die Verluste, die durch Hysterese und Wirbelstréme im Eisenkern entstehen. Da in dem hier
verwendeten zweidimensionalen Modell die Blechung des Eisenkerns durch ein Herabsen-
ken der Leitfihigkeit des Eisens nachgebildet wird, lieflen sich die Wirbelstromverluste zwar
noch bei richtiger Wahl der Leitfihigkeit bestimmen. Hystereseverluste kénnen jedoch nicht
erfasst werden, da mit einem konstanten u, gerechnet wird. Deshalb sollen die Eisenverluste
in dieser Arbeit nicht betrachtet werden.

Alle anderen Verluste werden zu den Kurzschlussverlusten P zusammengefasst. Sie setzen
sich aus den sogenannten Gleichstrom- und den Zusatzverlusten zusammen. Als Gleich-
stromverluste Pg werden die ohmschen Verluste der Wicklungen und Zuleitungen bezeich-
net, die bei Gleichstrémen in Hohe der Betriebsstrome entstehen. In die Zusatzverluste Py
gehen die bei Wechselstrémen entstehenden Wirbelstromverluste ein. Zu diesen werden auch
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Verluste durch Kreisstrme in parallelen Leitern und durch in weiteren leitenden Bauteilen
wie dem Kessel induzierte Strome gezéihlt.

Bei der Berechnung der Kurzschluss-Spannung sind, wie oben beschrieben, die ohmschen
Anteile in Gleichung (3.31) zu beachten. So ergibt sich neben dem rein induktiven Anteil
uy der Kurzschluss-Spannung auch ein Verlustanteil u,, der den Anteil der Bemessungs-
spannung des Transformators angibt, der im Kurzschlussfall fiir die Verluste mafgebend ist.
Durch

U

P o= —"_.
7100 %

Ser (3.37)

konnen die Kurzschlussverluste P aus der Bemessungsleistung S, bestimmt werden. Wei-
terhin kénnen die Gleichstromverluste allein aus der Geometrie und den physikalischen Da-
ten der Windungen berechnet werden. Kennt man die Linge [ und den Querschnitt A einer
Windung sowie deren Leitfihigkeit o, ergibt sich daraus der ohmsche Gleichstromwiderstand
Zu

R= (3.38)

l

o A
Eine Zusammenfassung der Windungen gemi8 ihrer Verschaltung liefert dann den Gesamt-
widerstand einer Spule. Bei einer Auswertung der Messwerte ist jedoch darauf zu achten,
dass in der Praxis nicht der Widerstand einer Spule, sondern derjenige zwischen zwei An-
schlussklemmen gemessen wird. Bei einer Drehstromwicklung in Sternschaltung erhilt man
daher immer den Widerstand zweier Spulen. Bei einer Dreiecksschaltung ergibt sich zwischen
zwei Anschlussklemmen eine Parallelschaltung aus einer Spule mit der Reihenschaltung der
anderen beiden. In diesem Fall liegt der Messwert nur bei

2
R|[2R =R, (3.39)

wenn R den Widerstand einer Spule darstellt. Mit den Widerstinden R; und R, der Ober-
und Unterspannungswicklung ergeben sich die Gleichstromverluste fiir Drehstromtransfor-
matoren zu

Pe=3-RI}+3 RlZ (3.40)

Fiir die Berechnung der Gleichstromverluste benétigt man somit keine Feldberechnung. Aus
ihnen kann man die Zusatzverluste P; als Differenz

P,=PF - Py (3.41)
bestimmen. Zusétzlich bieten die Gleichstromverluste bzw. der Gleichstromwiderstand noch
die Moglichkeit zu {iberpriifen, wie realitdtsnah das berechnete Modell ist. Eine Untersu-

chung {iber die Konvergenz der berechneten Impedanzmatrix bei erhéhter Randelementezahl
wird im néchsten Abschnitt vorgenommen.
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Bild 3.3: Selbstinduktivitit der Oberspannungswicklung eines einfachen Transformatormodells bei einem
und 100 Randelementen.

3.1.5 Konvergenzverhalten der berechneten Impedanzmatrix

Bisher ist erldutert worden, wie die induktiven Kopplungen eines zweidimensionalen Trans-
formatormodells nummerisch bestimmt werden kénnen. An dieser Stelle soll nun untersucht
werden, in welchem Umfang die Anzahl der Randelemente und somit die Feinheit der Dis-
kretisierung das Verfahren beeinflusst. Sofern sich eine merkliche Abhingigkeit ergibt, ist
das bei der Interpretation der Resultate zu berficksichtigten. Es sei zus#tzlich noch darauf
hingewiesen, dass in [3] die Ubereinstimmung von Ergebnissen der Randelementmethode
mit analytisch berechneten Gré8en an einigen Beispielen bereits gezeigt worden ist.

Ein typisches Verhalten der berechneten Induktivititen zeigt die Abbildung 3.3. Es wird
die Selbstinduktivitdt der Oberspannungswicklung eines einphasigen Transformatormodells
mit jeweils nur einem nachgebildeten Leiter in Unter- und Oberspannungswicklung fiir zwei
verschiedene Randelementzahlen verglichen. In der ersten Rechnung werden alle Rénder des
Modells mit einem Randelement pro Seite nachgebildet. Die zweite Rechnung ist dann mit
jeweils 100 Randelementen je Seite durchgefiihrt worden. Als drittes ist eine Kombination
aus den beiden anderen Modellen betrachtet worden. Dabei enthielten die Rénder der Wick-
lungen ein Randelement pro Seite, withrend jeweils 100 auf den Seiten der Eisenkernrinder
verteilt worden sind. In der Abbildung 3.4 ist das zugehorige Modell dargestellt.

Deutlich erkennbar ist der theoretisch zu erwartende Frequenzgang der Selbstinduktivitit
in Abbildung 3.3, der mit 100 Randelementen je Seite berechnet worden ist. Bei kleinen
Frequenzen bis knapp unter 1 kHz bleibt diese konstant, wihrend sie dann mit zunehmender
Frequenz asymptotisch auf Null abfallt. Zwar zeigt die mit nur einem Randelement pro Seite
berechnete Kurve einen prinzipiell &hnlichen Verlauf, jedoch sind zwei wichtige Unterschiede
festzuhalten. Zum einen liegen die berechneten Induktivititen unterhalb von 1 kHz bis zu
20 % iiber den mit 100 Randelementen pro Seite berechneten, zum anderen gibt es um 1 Hz
herum ein leichtes Absinken der Selbstinduktivitéit. Bei grofleren Frequenzen stimmen beide
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\

Bild 3.4: Einfaches einphasiges Transformatormodell fiir die Konvergenzuntersuchung.

Kurven dann aber wieder gut iiberein. Eine Berechnung der oben beschriebenen dritten
Modellierung ergibt keine Unterschiede zu genauen Nachbildung mit 100 Randelementen
auf allen Leiterseiten.

Damit zeigt sich, dass physikalisch eine genaue Nachbildung des Eisenkerns besonders wich-
tig ist, da dieser iiber die Stirke des Hauptfeldes im Transformator entscheidet. Beziiglich der
Induktivitatsbestimmung ist es ausreichend, den Eisenkern mit hinreichend kleinen Rand-
elementen nachzubilden. Ob die Leiter so genau modelliert werden, ist selbst fir die hier
betrachteten groflen Leiter nicht von Bedeutung.

Ebenso deutlich unterscheiden sich die Beispielrechnungen, wenn man die Wirkwiderstinde
einschlieBlich der Wirbelstréme betrachtet. Wiederum fiir den Transformator aus Abbildung
3.4 ist der Wirkwiderstand der Oberspannungswicklung in der Abbildung 3.5 dargestellt.
Sowohl fiir die Berechnung mit einem wie auch mit 100 Randelementen pro Seite ergibt
sich fiir Frequenzen um 0,01 Hz der Gleichstromwiderstand. Wihrend jedoch bei dem fein

1 Randellement
100 Randelemente - --- ",

10-

102

10-3

104

Ohmscher Widerstand R’ [Q/m]

10-5

10-6

10-7 L 1 |
0.01 0.1 1 10 100 1000

Frequenz f[Hz]
Bild 3.5: Ohmscher Widerstand der Oberspannungswicklung eines einfachen Transformatormodells bei einem
und 100 Randelementen.
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diskretisierten Modell der Wirkwiderstand theoriegema zunéchst nur sehr langsam ansteigt,
werden mit dem Modell mit nur einem Randelement pro Seite bei niedrigen Frequenzen bis
zu hundertfach zu groffle Widerstdnde bestimmt. Mit zunehmender Frequenz néhert sich die
Kurve dann sehr langsam der mit 100 Randelementen berechneten an.

Auch hier zeigt die gemischte dritte Modellierung keine wesentlich Abweichung von der fein
diskretisierten. Der berechnete Frequenzgang des Widerstandes liegt nur geringfiigig tiber
der Kurve fiir 100 Randelemente auf jeder Seite. Damit kann man festhalten, dass auch
fiir die Widerstdnde eine Diskretisierung mit jeweils einem Randelement pro Leiterseite

ausreicht, wenn die Anzahl der Randelemente auf dem Eisenkern groff genug ist. ‘

Insgesamt zeigt sich eine ausgeprigte Abhéngigkeit der Rechenergebnisse von der Feinheit
der Diskretisierung. Dieses ist fiir nummerische Verfahren nicht ungewdhnlich, muss jedoch
bei der Interpretation beriicksichtigt werden. Da gerade bei umfangreichen Modellen -mit
vielen Leitern die Zahl der Randelemente pro Leiter nicht beliebig erh6ht werden kann, muss
dort mit Abweichungen in der bier geschriebenen Gréfenordnung gerechnet werden. Umso
erstaunlicher ist es, dass die Streuinduktivitdten — wie unten beschrieben — bei Modellen mit
wenigen Randelementen wie auch solchen mit deutlich mehr Randelementen quasi konstant
sind und nur geringfiigig von den Messwerten differieren. Zuniichst sollen die Berechnungen
jedoch noch auf dreiphasige Transformatoren ausgedehnt werden.

3.2 Dreiphasige Zweiwicklungstransformatoren

Bei der Modellierung von Drehstromtransformatoren hat man bei gleicher Darstellung der
Wicklungen die dreifache Menge an Leitern gegeniiber einphasigen Transformatoren nach-
zubilden. Es kommt hinzu, dass die bei einphasigen Modellen vorhandene Symmetrie hier
nicht mehr gegeben sein kann. Wie in Abbildung 2.5¢ dargestellt, ist die gesamte Anordnung
nur geometrisch symmetrisch, jedoch nicht in Bezug auf ihre Wicklungszugehorigkeit. Bei
einer Stromeinprigung in eine Windung z.B. im rechten Strang flieit der Strom im rechten
Fenster hin und auferhalb des Eisenkerns rechts vom dufieren Schenkel zuriick.

Wegen der fehlenden Symmetrie ist bei dreiphasigen Modellen somit gleich die sechsfache
Menge an Leitern gegeniiber vergleichbaren einphasigen Modellen zu behandeln. Bei linea-
ren Gleichungssystemen wichst der benéttigte Speicherplatz etwa mit dem Quadrat, die
Rechenzeit mit der dritten Potenz der Gleichungszahl. Man kann somit nur einen Bruchteil
der Detailgenauigkeit eines einphasigen Modells erreichen. Deshalb sollen dreiphasige mit
entsprechenden einphasigen Modellen verglichen werden, um festzustellen, ob man die de-
taillierteren einphasigen Nachbildungen zur Streuinduktivititsberechnung von dreiphasigen
Drehstromtransformatoren verwenden kann.

3.2.1 Berechnung des dreiphasigen Kurzschlussversuchs

Im Gegensatz zu [3] wird die Streuinduktivitit eines Zweiwicklungsdrehstromtransforma-
tors in dieser Arbeit aus der Nachbildung des dreiphasigen Kurzschlussversuchs bestimmt.
Die Grundlage der Berechnung bildet das vereinfachte einphasige Ersatzschaltbild in Abbil-
dung 3.6 nach [13]. Analog zum einphasigen Transformator werden zunichst die induktiven
Kopplungen bestimmt. Die Berechnung verlduft wie im Abschnitt 3.1.3 beschrieben. Der
entscheidende Unterschied besteht allerdings darin, dass hier jetzt sechs statt zwei Wick-
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Bild 3.6: Vereinfachtes einphasiges Ersatzschaltbild eines Drehstromtransformators.

lungen vorhanden sind. Die Impedanzform

Uos, Zy 2y Zy Zy Zys Zi Los,

Uos, .Z_:m Zizz Z:zs _Z:ﬂ _.Z_:zs Z:zs Losp

Eos,a =l %}1 Zlaz %;&3 _2.,34 %5 —ZZ—?G . §05,3 (3.42)
Uys, 2y Zay Luz Ly Zys Ly Lys, .
Uysz Zy Zyy, Zsy Zsy Zys Zs Iysse

Uys,s Zy Zsy Zgyy Zes Zos Zis Iyss

weist somit die Dimension sechs auf. Als Leiterlinge wird die bereits diskutierte energiege-
wichtete Windungslange l., verwendet.

Am einfachsten stellt man den Kurzschlussversuch durch einen Ubergang auf die Admit-
tanzform dar. Oberspannungsseitig wird ein symmetrisches Spannungssystem eingeprigt,
die Unterspannungswicklungen sind kurzgeschlossen. Mit g = /12" gilt dann

Losa Yy Yy Yy Yy Yy Yo Uos,

Los, Yo Yo Yoy Yo Yo Yo a-Ups,

Losa = | Yo Yy Yay Yo Ya Y || o Uos, (3.43)
Lys, Yy Yo Yy Yy Yy Y 0 ’ ’
Lysa Y Yi Y5 Y5 Yo Y 0

Lys Yo Y Yg3 Yoo Yo Yoo 0

Die oberspannungsseitigen Stréme ergeben sich im Kurzschlussfall zu

Iosy = (Y +a-Yi+0 Yi3)  Ussy, (3.44)

Iosp= (Yo +a Yy +o* Y3)  Uoss (3.45)
sowie

Loss= (Yo +a-Yi; + 0 Yis) - Uosy- (3.46)

Dabei ist es nicht problematisch, dass nur ein Teil der Admittanzmatrix Verwendung fin-
det. Bei der Bestimmung bereits eines Elementes der Admittanzmatrix wird die gesamte
Impedanzmatrix benétigt. Es gehen also alle induktiven Kopplungen der Impedanzmatrix
in diese Kurzschluss-Stréme ein. Fiir ¢ = 1,2, 3 ergibt sich aus

Uos,t 1
S Losi (Yh+a Yy+a? Yi) (3.47)
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fiir jeden der drei Wicklungsstringe eine Kurzschlussreaktanz. Dabei sollten die Kurzschluss-
reaktanzen der beiden dufleren Stringe aus Griinden der Symmetrie identisch sein. Fiir den
mittleren Wicklungsstrang ergeben sich bei Dreischenkelkernen andere Streufelder, da dieser
Strang vollstindig innerhalb des Eisenkerns liegt. Auflerdem weicht der Eisenweg von dem
der dufleren Wicklungsstringe ab. Aus diesen Griinden differiert die Kurzschlussreaktanz
des mittleren Stranges geringfiigig von denen der &dufleren Strénge. Bei Fiinfschenkelkernen
miissten dann alle drei Kurzschlussreaktanzen wieder anndhernd identisch sein. Der Ver-
gleich der nummerisch ermittelten Werte mit realen Messwerten in Abschnitt 3.3 zeigt, wie
gut diese Uberlegungen erfiillt werden.

Mit den Gleichungen (3.10) und (3.17) kann sowohl die Streuinduktivitit als auch der in-
duktive Anteil der relativen Kurzschluss-Spannung bestimmt werden. Ahnlich wie die Kurz-
schlussreaktanz ermittelt man die Nullinduktivitit eines Drehstromtransformators aus sei-
ner Impedanzform (3.42). Im n&chsten Abschnitt wird die dazu nétige Spannungseinprégung
diskutiert.

3.2.2 Nullinduktivititsbestimmung

Neben der Streuinduktivitit ist die Nullinduktivitdt von Transformatoren eine weitere Kenn-
groBe, die aus der Impedanzform (3.42) eines dreiphasigen Zweiwicklungstransformators be-
stimmt werden kann. Dabei ist jedoch zu beachten, dass es sich hierbei zunéchst um eine
rein formale Berechnung handelt. Die Relevanz der so bestimmten Ergebnisse muss anhand
der realen Nullinduktivitdten noch iiberpriift werden, weil die Felder sich bei Nullstromen
in Dreischenkeltransformatoren nicht mehr vollstindig im Eisenkern schlieen, sondern aus
dem Eisen austreten und sich {iber die Luft schlieflen. Schematisch ist der Feldverlauf in
der Abbildung 3.7 dargestellt. In diesem Fall bleiben die Felder nicht auf die Kernebene
beschrinkt und das zweidimensionale Modell verliert seine Giltigkeit. Im Gegensatz dazu
kénnen sich die Felder in Transformatoren mit Fiinfschenkelkernen innerhalb des Eisenkerns
schlieflen. Deren zweidimensionales Modell ist daher wieder aussagefshig.

Problematisch ist in jedem Fall die Nachbildung eines Kessels. In diesem bildet sich ein Dif-
ferenzfeld aus, da sich die Felder des Kerns nicht bereits dort schlielen. Dieser Differenzfluss
erzeugt einen Induktionsstrom, der in den Kesselwénden ringférmig um die aktiven Teile des
Transformators fliefit. Im zweidimensionalen Modell kénnen die Kesselwéinde nur links und
rechts neben den dufleren Wicklungsstringen dargestellt werden, so dass die Nachbildung
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Bild 3.7: Qualitatives Feldbild eines Dreischenkeltransformators der Schaltgruppe Yyn bei Speisung mit
einem Nullsystem nach [13].
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Bild 3.8: Speisung eines Transformators der Schaltgruppe YNd mit einer Nullspannung.

des Induktionsstroms und seines Feldes sehr eingeschrankt ist. Zu beachten ist dabei, dass
der mittlere Wicklungsstrang im verwendeten Modell fast vollstindig vom Kessel entkoppelt
ist.

Analog zur Nachbildung des dreiphasigen Kurzschlussversuchs kommt es auch hier auf die
Einspeisung der Spannungen an. Da die spiter diskutierten Beispieltransformatoren die
Schaltgruppe YNd aufweisen, wird die Berechnung zunichst fiir diese Schaltgruppe durch-
gefiihrt.

In der Abbildung 3.8 ist ein Transformator in Stern-Dreieck-Schaltung mit herausgefithrtem
oberspannungsseitigem Sternpunkt dargestellt. Im Falle der Speisung mit einer Nullspan-
nung liegt an den oberspannungsseitigen Klemmen jeweils die gleiche Spannung Uy o an.
In jeder Wicklung fliet ein Strom Iog mit 1 < ¢ < 3, so dass im Sternpunkt der Strom
Losor + Lospe + Loses flieBen muss. Die Unterspannungsseite ist im Leerlauf geschaltet.
Durch die geschlossene Masche der Dreieckschaltung kann sich dort ein Nullstrom Iy,
ausbilden, der alle drei Unterspannungswicklungen gleichméfig durchfliefit. Es gilt daher

Iyso = Luso1 = Lysee = Lus,s- (3-48)

Fiir den dazugehrenden Spannungsumlauf entlang des unterspannungsseitigen Dreiecks
ergibt sich

Uysor + Uys g2 + Uyses = 0. (3.49)

Zusammen mit den sechs Gleichungen der Impedanzform (3.42) sowie den Beziehungen
(3.48) und (3.49) ergeben sich neun Gleichungen. Sie ermdglichen es, mit den oberspannungs-
seitig eingeprégten Nullspannungen die jeweils drei Stréme ober- und unterspannungsseitig
sowie die Spannungen an den drei Unterspannungswicklungen zu bestimmen. Dabei nimmt
das neundimensionale Gleichungssystem die Gestalt
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Zy Zyp Zyz Zy Zsys Zig 0 0 0 .I.os,m U_os,o
Zyy Zy Zm Zoy Zos Zys O 0 0 los,oz Qos,o
Zy Zy Zs Zyy Zys Zg O 0 0 .I.os,oa Qos,o
Ly Zag Zyy Ly Zas 2y -1 0 0 _I_US,m 0
Zs, Zsy Zss Zss Zss Zy 0 -1 0 lus,oz = 0
Zg Zgy Zezs Loy Zes Zgg 0 0 -1 lus,os 0
0 0 0 1 -1 0 0 0 0 _U_Us’01 0
0 0 0 0 1 -1 0 0 0 Qus,oz 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1 Qus,oa 0

(3.50)

an. Wenn mit _)?_ die Inverse der Systemmatrix des Gleichungssystems (3.50) bezeichnet wird,
ergeben sich die gesuchten Nullstréme und -spannungen aus der Multiplikation von }7 mit
dem inhomogenen Vektor des Gleichungssystems (3.50). Da nur die ersten drei Zeilen dieses
Vektors belegt sind, werden auch hier nicht alle Elemente der Matrix Y zur Bestimmung
der Losung bendtigt. Wie schon bei der Kurzschlussreaktanz gehen aber alle Elemente der
Systemmatrix in die Bildung der Inversen ein. Mit ¢ = 1,2, 3 ergeben sich

Logpi = (Zm +¥,+ Zi,a) “Ugs o (3.51)

Lyspi = (za+i,1 +Ya0+ za+i,a) “Uoso (3.52)
sowie

Uyso = (26+i,1 + zs+i,2 + i;.e+i,3) “Uosp (8.53)

als Losung. Bezeichnet man anschlieflend mit

1
Lose = 3 (Zosor + Los oz + Los,s) (3.54)

den Mittelwert der in den Oberspannungswicklungen fliefenden Nullstréme, so erhilt man
fiir die Nullimpedanz des Transformators die bekannte Beziehung

_ Uosg
Losp

(3.55)

Da auch diese Impedanz einen vernachlissigharen ohmschen Anteil aufweist, wird gewdhn-
lich nur die Nullreaktanz X, verwendet. Ublicherweise bezieht man die Nullreaktansz auf die
Kurzschlussreaktanz und gibt das Verhiltnis Xo/ Xy an.

Fiir die Bestimmung der Nullinduktivititen von Transformatoren der Schaltgruppe YNy
ist die bisherige Rechnung nur geringfiigig zu &ndern. So kénnen sich bei einer sternférmig
geschalteten Unterspannungswicklung im Leerlauf dort keine Stréme ausbilden. Mithin gilt

Lysor = Lus e = Lusos = 0- (3.56)



3.3 Ergebnisse der Berechnungen am Beispiel eines realen 110-kV-/10-kV-Transformators

Unter diesen Bedingungen kann die Gleichung (3.48) beibehalten werden. Ersetzt man die
Gleichung (3.49) durch

LTyson = 0, (3.57)

so ergibt sich im Gleichungssystem (3.50) nur eine Anderung in der letzten Zeile der System-

matrix. Diese Zeile wird im Falle eines YNy-Transformators identisch Null bis auf eine Eins
* in der vierten Spalte, die dem Strom Iy, zugeordnet ist. Dann kann die weitere Rechnung
wie oben beschrieben durchgefiihrt werden.

Am Beispiel eines realen 110-kV-/10-kV-Transformators sollen nun die Streuinduktivitét
und Kurzschlussverluste sowie bei dreiphasigen Modellen auch die Nullinduktivitit numme-
risch bestimmt werden.

3.3 Ergebnisse der Berechnungen am Beispiel eines realen
110-kV-/10-kV-Transformators

Anhand realer Transformatoren, deren Streuinduktivititen als Messwerte vorliegen, wird
gezeigt, dass man mit der Randelementmethode die Streuinduktivitit von Leistungstrans-
formatoren ohne jegliche Erfahrungsfaktoren mit einer dhnlichen Genauigkeit wie bei einer
Messung bestimmen kann.

Als erstes wird ein dreischenkliger 110-kV-/10-kV-Transformator mit 40 MVA Bemessungs-
leistung untersucht. Er weist die Schaltgruppe YNd5 sowie einen Stufenschalter mit einem
Regelbereich von etwa +15 % auf. Die Oberspannungswicklung besteht aus einer Stamm-
wicklung mit rund 55 Scheiben und die Grob- und Feinstufenwicklungen des Stufenschalters
aus ca. 160 bzw. 140 Windungen. Die Stammwicklung enthilt zwei parallele Windungs-
stringe mit je 770 Windungen. Dagegen verfiigt die Unterspannungswicklung iiber zwei
parallele Stringe aus je ungefihr 150 Windungen in 3 Lagen. Diese Windungen sind als
Drill-Leiter ausgefiihrt, die jeweils mehr als 20 Teilleiter aufweisen.

Zu modellieren sind damit ungefihr 7850 Windungen. Wie bereits im Abschnitt 2.3 ab-
geschitzt ist, ergeben sich bei vollstindigen Modellierungen eines solchen Transformators
lineare Gleichungssysteme von mehreren Hunderttausend Gleichungen. Fiir die praktische
Anwendung des hier vorgestellten Verfahrens ist es wichtig, wie genau der Transforma-
tor tatsichlich nachgebildet werden muss, um zuverldssig Streuinduktivititen berechnen
zu konnen. Im Folgenden werden deshalb Modelle mit unterschiedlicher Detailgenauigkeit
untersucht.

3.3.1 Modellierungsstufen des 110-kV-/10-kV-Transformators

Um in den folgenden Abschnitten die Ergebnisse der Berechnungen mit der Randelement-
methode iibersichtlich in Tabellen darstellen zu kénnen, werden hier zunichst die sieben
verwendeten Modelle des untersuchten 110-kV-/10-kV-Transformators beschrieben. Dabei
werden zum einen die physikalischen Parameter, zum anderen die Geometrie der Modelle
erléutert.

Aus den Materialkonstanten der Leiter lassen sich die physikalischen Eigenschaften der Mo-
delle direkt bestimmen. Fiir die Windungen aus Kupfer werden Leiter mit einer elektrischen
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Bild 3.9: Das Modell 1 des 110-kV-/10-kV-Transformators.

Leitfahigkeit von o = 5,6- 10" Q~'m~! und einer relativen magnetischen Permeabilitét von
ty = 1 gewdhit, wihrend der Eisenkern mit p, = 5000 nachgebildet wird. Bei der elektri-
schen Leitfahigkeit des Eisenkerns muss man jedoch von der tatsidchlichen abweichen. Die
Transformatorenkerne sind geblecht, um Wirbelstréme zu reduzieren. Diese Blechung kann
in dem verwendeten Modell nicht erfasst werden. Durch die Wahl einer niedrigen elektri-
schen Leitfihigkeit von o = 1 Q~'m™? werden die Wirbelstréme kiinstlich herabgesetzt; eine
Leitfihigkeit von ¢ = 0 fiihrt jedoch auf eine Singularitit. Wie die Ergebnisse zeigen, kann
die Eisenleitfshigkeit in einem groflen Bereich schwanken, ohne dass die Resultate wesentlich
beeinflusst werden. Insofern ist diese MaBnahme unproblematisch. Alle Rechnungen werden
bei einer Frequenz von 50 Hz durchgefiihrt.

Uber die physikalischen Daten der Leiter hinaus ist zusatzlich die Geometrie der sieben
Modelle zu erfassen. In dieser Hinsicht ist das Modell 1 das grébste, wihrend das Modell 7
fast alle Windungen des Transformators enthilt. Dabei sind alle Modelle dreiphasig nach-
gebildet, genauso wie das in Abbildung 3.9 gezeigte Modell 1. Vom Modell 1 unterscheiden
sich die feineren Darstellungen des Transformators nur durch die grifleré Anzahl an Leitern

N\

2)

Bild 3.10: Einphasiges Modell 1 des 110-kV-/10-kV-Transformators a) mittlere, b) duflere Phase.
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in den einzelnen Wicklungen. Aufierdem sind in den Modellen 5 bis 7 die einzelnen Scheiben
der Oberspannungswicklung nicht mehr alle identisch, sondern der Realitit entsprechend in
den oberen und unteren Scheiben mit breiteren und dafiir nicht so hohen Leitern nachge-
bildet. Angesichts der Tatsache, dass diese Details selbst aus Ubersichtsabbildungen nicht
zu entnehmen wéiren, wird auf solche fiir die feineren Modelle verzichtet. Der Tabelle 3.1
kinnen die Windungszahlen der einzelnen Modelle entnommen werden.

Modell | Windungen | Windungen | Windungen Windungen | Summe der—l
Nr. Feinstufen- | Grobstufen- | Oberspannung | Unterspannung | Windungen
wicklung wicklung

1 72 80 392 294 838

2 144 160 770 294 1368
3 144 160 1540 294 2138
4 144 160 1540 1176 3020
5 144 160 1522 2352 4178
6 144 160 1522 4704 6530
7 144 160 1522 5880 7706

Tabelle 3.1: Modellierte Windungen in den verschiedenen Modellen des 110-kV-/10-kV-Transformators.

Wie bereits angesprochen, lisst die grofie Zah! der nachzubildenden Leiter keine vollstandige
Modellierung des untersuchten 110-kV-/10-kV-Transformators mit allen drei Phasen auf den
derzeit zur Verfiigung stchenden Rechnern zu. Dieses wird vermutlich in wenigen Jahren
der Fall sein; doch bis dahin muss die Anzahl der Gleichungen reduziert werden. Wenn
man nur die mittlere Phase nachbildet, verringert sich die Anzahl der Leiter um den Faktor
drei. Durch die dann vorhandene Symmetrie wird nochmals der Faktor zwei eingespart. Da
der bendtigte Speicher ungefihr quadratisch mit der Zahl der Gleichung wiichst, bendtigt
man fiir ein einphasiges Modell wie in Abbildung 3.10a nur rund 3 % des Speichers der
vollstindigen Modellierung. Man kann aber auch eine der beiden &dufieren Phasen alleine
berechnen (vgl. Abbildung 3.10b). Hier ist keine Symmetrie vorhanden, also reduziert sich
der Speicherbedarf nur auf rund 11 %.

Mit den zuginglichen Rechnerresourcen sind diese beiden Arten einphasiger Modelle fiir alle
sieben Modellierungsstufen berechnet worden. Inwieweit die dabei bestimmten Streuinduk-
tivititen im Vergleich mit dreiphasig ermittelten Werten noch aussagekriftig sind, zeigt der
folgende Vergleich.

3.3.2 Einphasig ermittelte Streuinduktivititen

Im vorangegangenen Abschnitt sind sieben Modelle vorgestellt worden, die den hier unter-
suchten 110-kV-/10-kV-Transformator zunehmend genauer nachbilden. Mit diesen Modellen
sind zunichst einphasige Berechnungen der Streuinduktivitit durchgefiihrt worden. Tabelle
3.2 zeigt den Bedarf an Rechenzeit und Speicherplatz.

Den hier dargestellten Rechnungen liegen einheitliche Randelement-Verteilungen zu Grunde.
Jeder Leiter ist mit einem Randelement pro Seite dargestellt worden, wihrend die Rénder
des Eisenkerns pro Seite in zehn Randelemente eingeteilt worden sind. Auf diese Weise
sind alle Rechnungen in diesem Abschnitt direkt vergleichbar. Im n#chsten Abschnitt wird
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Modell-Nr. | Randelemente | Rechner | CPU-Zeit | Speicher

1 6824 - HP-V2250 10 min 249 MB
11064 HP-1.2000 15 min 663 MB
17224 HP-V2250 | 142 min| 1618 MB
24280 HP-V2250 | 395 min | 3225 MB
33752 HP-V2250 | 1028 min | 6422 MB
52568 HP-V2250 | 2750 min | 16142 MB
61976 HP-N4000 | 5045 min | 22049 MB

N O U W

Tabelle 3.2: Laufzeiten und Speicherbedarf der einphasigen Modelle des 110-kV-/10-kV-Transformators bei
Nachbildung der mittleren Phase.

zwischen Rechnungen mit mehr modellierten Leitern aus wenigen Randelementen und sol-
chen mit weniger Leitern aus mehr Randelementen verglichen. Mit den verwendéten zehn
Randelementen macht man zwar bei den berechneten Elementen der Induktivitétsmatrix
moglicherweise einen geringen Fehler von wenigen Prozent, die Streuinduktivitéten oder
spéter auch die Verluste dndern sich bei feinerer Diskretisierung des Eisenkerns jedoch nicht
mehr.

Fiir den untersuchten 110-kV-/10-kV-Transformator liegen Messungen der relativen Kurz-
schluss-Spannungen fiir insgesamt drei Stellungen des Stufenschalters vor. Neben der Mit-
tenstellung sind dies die beiden Extremstellungen mit maximaler bzw. minimaler Windungs-
zahl. Fiir diese drei Falle sind jeweils die Streninduktivititen mit der Randelementmethode
nummerisch bestimmt worden. Dabel muss jedoch nur eine Feldberechnung durchgefiihrt
werden, denn die unterschiedlichen Stellungen des Stufenschalters lassen sich durch ein ent-
sprechendes Auswerten und Zusammenfassen der Induktivitdtsmatrix (3.22) auf der Ebene
der Leiterpaare bzw. Windungen simulieren. Die in der nachfolgenden Tabelle 3.3 aufgefiihr-
ten Ergebnisse lieflen sich folglich durch jeweils eine Rechnung mit den obigen Systeman-
forderungen bestimmen.

Modell-Nr. | uyx bei Stufenschalter | vy bei maximaler | u, bei minimaler
in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzung .

1 14,98 % 16,40 % 13,82 %

2 14,57 % 16,04 % 13,34 %

3 14,66 % 16,13 % 13,46 %

4 15,31 % 16,83 % 14,11 %

5 16,01 % 17,49 % 14,79 %

6 16,00 % 17,49 % 14,78 %

7 16,00 % 17,48 % 14,76 %
Messwert, 15,87 % 17,53 % 14,59 %

Tabelle 3.3: Nummerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen fiir
die mittlere Phase des 110-kV-/10-kV-Transformators bei alleiniger Modellierung dieser Phase.

Bemerkenswert ist der Sprung in der Qualitat der Ergebnisse zwischen dem dritten und dem
vierten Modell. Die beiden Modelle unterscheiden sich im Wesentlichen in der Darstellung
der Unterspannungswicklung. Das vierte Modell enthélt erstmals Drill-Leiter. Zwar sind die
Windungen nur in vier Teilleiter eingeteilt; Wirbelstréme in diesen Leitern werden jedoch
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schon wesentlich realitétsniher beriicksichtigt. Mit einem weiteren Schritt der Verfeinerung
- nun acht Teilleiter in den Unterspannungswindungen - ist praktisch die Konvergenz bei
den Ergebnissen erreicht.

Heute kénnen die Modelle 4 und 5 durchaus auf Workstations gerechnet werden, die weit
unterhalb der Leistungsklasse der Grofirechner liegen. Die Speicheranforderungen lassen sich
grofitenteils durch giinstigen Festplattenspeicher befriedigen; nur die erhéhte Rechenzeit
muss in Kauf genommen werden.

Die geringe relative Abweichung der nummerisch ermittelten relativen Kurzschluss-Spannun-
gen von den Messwerten zeigt, wie gut die Randelementmethode fiir diese Berechnungen ge-
eignet ist. Fiir die Mittenstellung des Stufenschalters liegt der Messwert um 0,8 % unter dem
Ergebnis der Randelementmethode, wenn man das detaillierteste Modell zu Grunde legt. Die
beiden anderen Stufenschalterstellungen weisen berechnete Kurzschluss-Spannungen auf, die
um 0,3 % unter bzw. um 1,1 % iiber den Messwerten liegen.

An dieser Stelle sei noch einmal darauf hingewiesen, dass in die Ergebnisse keinerlei Erfah-
rungsfaktoren eingehen. Auflerdem ist nur die mittlere Phase nachgebildet worden, so dass
die Einfliisse der beiden &ufleren nicht beriicksichtigt werden kénnen. Diese Einschrinkung
ist ebenfalls in der Feldberechnung nach (1] gemacht worden. Wesentlichen Einfluss auf die
Qualitdt der Ergebnisse hat die oben diskutierte energiegewichtete Windungslinge [, die
statt einer rein geometrisch gemittelten Linge verwendet wird. Wie theoretisch erwartet,
ist diese Art der Mittelung im Wesentlichen unabhingig von der Detailtreue des Modells.
Durch die Tabelle 3.4 wird dieses bestétigt. Die Schwankungen der in die Streuindukti-
vititsberechnung eingehenden Lingen I liegt bei unter 0,5 % fiir die sieben betrachteten
Modelle. Zum Vergleich dazu weisen die Unterspannungswicklung in ihrem geometrischen
Mittelpunkt einen Umfang von etwa 2,10 m und die Oberspannungswicklung von etwa
2,84 m auf.

Modell-Nr. | Energiegewichtete
Windungsléinge lo,
2,51232 m
2,50993 m
2,50996 m
2,50128 m
2,50424 m
2,50706 m
2,50764 m

B =T %) I U R

Tabelle 3.4: Energiegewichtete Liinge, bei verschiedenen Modellen des 110-kV-/10-kV-Transformators er-
mittelt.

Nachdem die bisherigen Ergebnisse gezeigt haben, dass es prinzipiell moglich ist, die Streuin-
duktivititen von Leistungstransformatoren mit der Randelementmethode zu bestimmen,
soll die Berechnung nun mdéglichst noch genauer gestaltet werden. Als erstes wird dazu die
zweite mogliche einphasige Modellierung geméfi Abbildung 3.10b untersucht. Dabei wird
allein eine Phase auf dem dufleren Schenkel nachgebildet.

In diesem Fall kann keine Symmetrie mehr ausgenutzt werden, so dass sich die Anzahl der
Gleichungen gegeniiber den einphasigen Modellen mit der mittleren Phase um den Faktor
zwei erhoht. Als Konsequenz daraus steigen die bendtigten Systemressourcen stark an, wie
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die folgende Tabelle 3.5 zeigt.

Modell-Nr. | Randelemente | Rechner | CPU-Zeit | Speicher

1 6824 HP-V2250 30 min 744 MB
11064 HP-V2250 114 min | 1955 MB
17224 HP-V2250 798 min | 2821 MB
24280 HP-V2250 | 2076 min | 10301 MB
33752 NEC SX-4 | 1346 min | 20146 MB
52568 HP-N4000 | 10121 min | 46560 MB

O OV W N

Tabelle 3.5: Laufzeiten und Speicherbedarf der einphasigen Modelle des 110-kV-/10-kV-Transformators bei
Nachbildung der sufleren Phase.

Bei der Berechnung der relativen Kurzschluss-Spannung allein fiir eine #ufilere Phase erge-
ben sich prinzipiell geringere Werte fiir uy als bei der mittleren Phase. In der Tabelle 3.6
liegen die Ergebnisse durchschnittlich etwa 1,8 % unterhalb der oben fiir die mittlere Phase
angegebenen Kurzschluss-Spannungen.

Modell-Nr. | uy bei Stufenschalter | u, bel maximaler | u, bei minimaler
in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzung

1 14,73 % 16,08 % 13,62 %

2 14,32 % 15,72 % 13,15 %

3 14,40 % 15,81 % 13,28 %

4 15,36 % 16,78 % 14,20 %

5 15,69 % 17,10 % 14,56 %

6 15,59 % 17,00 % 14,42 %
Messwert 15,87 % 17,53 % 14,59 %

Tabelle 3.6: Nummerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen fiir
die duflere Phase des 110-kV-/10-kV-Transformators bei alleiniger Modellierung dieser Phase.

Physikalisch lassen sich die kleineren relativen Kurzschluss-Spannungen der duferen Wick-
lungsstréinge einerseits auf die stark verringerte Hauptinduktivitdt zuriickfiihren. Bei einem
Transformator mit einem Dreischenkelkern ohne Beriicksichtigung von StoSfugen in den
Blechen schlieflen sich die Feldlinien einer dufleren Wicklung iber einen viel langeren Ei-
senweg. Dadurch reduzieren sich die magnetischen Leitwerte der Wicklung und mit ihnen
die Hauptinduktivitdt auf etwa 25 % des Wertes der mittleren Wicklungen, wie die Be-
rechnungen ergeben haben. Eine so merklich verringerte Hauptinduktivitdt wirkt sich, wie
aus dem einphasigen T-Ersatzschaltbild des Transformators in Abbildung 3.1 ersichtlich,
dann auch auf die Kurzschluss-Spannung aus, weil die Gesamtimpedanz im Kurzschlussfall
reduziert ist. Andererseits weisen die duferen Wicklungsstrénge, die teilweise auBerhalb des
Eisenkerns liegen, auch ein anderes Streufeld als der in der Mitte liegende Strang auf. Bei
dreiphasigen Modellen fallen diese Asymmetrien jedoch deutlich geringer aus, wie die Be-
rechnungen spéter zeigen werden.

Bisher sind die relativen Kurzschluss-Spannungen fiir die mittlere und die beiden sufieren
Phasen getrennt berechnet worden. Ublicherweise gibt man auch bei dreiphasigen Trans-
formatoren nur eine Kurzschluss-Spannung an. Gem#8 DIN VDE 0532 Teil 101 {16] wird
die Mittelung nicht prizise vorgeschrieben. Wenn man also jede Phase mit dem gleichen
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Gewicht in den Mittelwert eingehen ldsst, so muss die relative Kurzschluss-Spannung der
dufleren Phase zweifach gewichtet werden. Die Ergebnisse einer solchen Mittelung sind in
Tabelle 3.7 dargestellt.

Modell-Nr. | uy bei Stufenschalter | u, bei maximaler | u, bei minimaler
in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzung

1 14,81 % 16,19 % 13,69 %

2 14,40 % 15,83 % 13,21 %

3 14,49 % 15,92 % 13,34 %

4 15,34 % 16,80 % 14,17 %

5 15,80 % 17,23 % 14,64 %

6 15,73 % 17,16 % 14,53 %
Messwert, 15,87 % 17,53 % 14,59 %

Tabelle 3.7: Mittelwert der aus den einphasigen Modellierungen bestimmten relativen Kurzschluss-
Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen des 110-kV-/10-kV-Transformators.

Insgesamt weichen die gemittelten relativen Kurzschluss-Spannungen geringfiigig stirker von
den Messwerten ab, als es bei der einphasigen Berechnung der mittleren Phase allein der Fall
ist. Sie liegen mit einer Differenz von 0,9 % fiir die Mittenstellung des Stufenschalters, 2,2 %
fiir die Maximalstellung und 0,4 % fiir die Minimalstellung jedoch nicht wesentlich unterhalb
der Messwerte. Beachtet man noch die Tatsache, dass auch die Messung der Kurzschluss-
Spannung den in [17] beschriebenen Schwierigkeiten unterliegt und damit fehlerbehaftet ist,
50 erscheint das Maf der Ubereinstimmung als sehr befriedigend.

3.3.3 Konvergenzverhalten einphasig ermittelter Streuinduktivititen

Im vorangegangenen Abschnitt sind die einphasig berechneten Streuinduktivititen eines
110-kV-/10-kV-Transformators erldutert worden. Alle dort betrachteten Modelle waren mit
nur einem Randelement pro Seite fiir die Leiter und zehn Randelementen pro Seite beim
Eisenkern ausgestattet. Nun sollen Modelle bei geringerer Leiterzahl mit mehreren Randele-
menten je Seite berechnet werden. Gesucht ist die Antwort auf die Frage, ob man bei einer
gegebenen Anzahl an Randelementen — bestimmt z.B. durch feststehende Systemressourcen
- besser eine gréflere Anzahl von Leitern nachbildet oder mehr Randelemente bei einem
groberen Modell eingesetzt werden.

Als Vergleichsmafistab wird die relative Kurzschluss-Spannung fiir die Mittenstellung des
Stufenschalters herangezogen, die sich aus einphasigen Nachbildungen der mittleren Phase
ergibt. Dafiir bestimmte Werte sind der Tabelle 3.3 des vorigen Abschnittes zu entnehmen.
Der erste Vergleich wird mit dem Modell 1 durchgefiihrt, dessen Randelementezahl sukzes-
sive bis auf den Faktor zehn erhoht worden ist. Damit liegt die Anzahl der verwendeten
Randelemente sogar iiber der von Modell 7. Wie in der Tabelle 3.8 zu sehen, stellt sich im
untersuchten Bereich zwar eine Konvergenz des Ergebnisses ein, jedoch bleibt eine recht
grofe Abweichung von 3,5 % bezogen auf den Messwert erhalten.

Damit kann festgehalten werden, dass man mit zu groben Modellen trotz groflerer Randele-
mentezahl je Seite die Genauigkeit von feineren Modellen mit vergleichbarer Randelemente-
zahl nicht erzielen kann. Allerdings kénnen Modelle, die eine gewisse Detailtreue aufweisen,
durchaus die Ergebnisse der feinsten Modelle erreichen. In der nachfolgenden Tabelle 3.9 sind
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Randelemente Uy
63824 14,98 %
13648 15,12 %
20472 15,21 %
27296 15,25 %

34120 15,29 %
40944 15,30 %
47768 15,32 %
54592 15,33 %
61496 15,33 %
£8240 15,34 %

Tabelle 3.8: Konvergenzverhalten der relativen Kurzschluss-Spannung bei Erhthung der Randelementezahl
am Beispiel des Modells 1 des 110-kV-/10-kV-Transformators. .

die berechneten relativen Kurzschluss-Spanrungen fiir das Modell 4 bei Verwendung von bis
zu der dreifachen Anzahl Randelemente dargestellt. Die so bestimmten Werte fiir w; liegen
zum Teil sogar dichter an den Messwerten als die mit den Modellen 5 bis 7 bestimmten.

Randelemente Uy
24280 15,31 %
48560 15,62 %
72840 15,71 %

Tabelle 3.9: Konvergenzverhalten der relativen Kurzschluss-Spannung bei Erhthung der Randelementezahl
am Beispiel des Modells 4 des 110-kV-/10-kV-Transformators.

In Abbildung 3.11 sind die berechneten relativen Kurzschluss-Spannungen iiber der Anzahl
der Randelemente noch einmal zusammenfassend dargestellt. Man erkennt die Konvergenz
sowohl bei Verfeinerung der Modelle sowie bei Erhéhung der Randelementezahl. Jedoch
wird ebenfalls deutlich, dass sich Modell 1 nicht zur Bestimmung préziser Streuindukti-
vitdten eignet. Fine Modellierung sollte mindestens so genau sein, dass alle Windungen
nachgebildet und Drill-Leiter zumindest teilweise beriicksichtigt werden. Ob man die Rand-
elemente danach eher auf etwas weniger Leiter verteilt oder stattdessen mehr Leiter mit
weniger Randelementen pro Seite verwendet, kann nicht abschlieflend entschieden werden.

Festzuhalten bleibt die Tatsache, dass eine Erhohung der Randelementezahl bei ansonsten
gleicher Modellierung zu einer hheren berechneten Streuinduktivitit fiihrt. Die Tabellen
3.8 und 3.9 belegen dieses Verhalten. Es ist eine bei allen Streuinduktivititsberechnungen
mit der Randelementmethode beobachtete Erscheinung, dass sich die Ergebnisse von unten
dem Grenzwert nidhern. Aus den bisherigen Rechnungen konnen ebenfalls Aussagen iiber
die Kurzschlussverluste gewonnen werden, die im Folgenden dargestellt sind.

3.3.4 Bestimmung der Kurzschlussverluste bei einphasigen Modellen

Aussagen iiber die Kurzschlussverluste erhdlt man, indem anstelle des Imaginirteils bei
den Impedanzen der Realteil betrachtet wird. Aus dem so bestimmten Verlustanteil u, der
relativen Kurzschluss-Spannung lassen sich durch Gleichung (3.37) die Kurzschlussverluste
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Bild 3.11: Berechnete relative Kurzschluss-Spannung uy in Abhingigkeit von der Randelementezahl fiir die
Modelle 1 bis 7 sowie fiir die Modelle 1 und 4 mit erhéhter Randelementezahl.

P bestimmen. Fiir die in diesem Abschnitt betrachteten einphasigen Modelle ergeben sich
die in Tabelle 3.10 dargestellten Verluste.

Modell-Nr. Uy Py
1 1,71 % | 682,7 kW
2 1,66 % | 663,3 kW
3 1,15 % | 461,5 kW
4 0,65 % | 259,4 kW
5 0,52 % | 206,6 kW
6 0,47 % | 187,4 kW
7 0,47 % | 178,8 kW

Messwert | 0,40 % | 158,4 kW

Tabelle 3.10: Mit der Randelementmethode bestimmte Kurzschlussverluste P des 110-kV-/10-kV-Trans-
formators.

Auffallig sind hier die zum Teil extrem groBen Verluste bei den Modellen 1 bis 3. Sie sind
durch die grobe Darstellung vor allem der Unterspannungswicklung begriindet. Dort entste-
hen in den viel zu grof} nachgebildeten Leiter betrachtliche Wirbelstréme, die diese Verluste
verursachen. Zwischen den Modellen 3 und 4 kommt es - wie bei den Streuinduktivititen —
zu einem deutlichen Qualitédtssprung in den Ergebnissen. Durch die immer genauer nachge-
bildeten Leiter der weiteren Modelle gehen die Wirbelstromverluste zuriick, bis schliefSlich in
der genauesten Darstellung die gemessenen Verluste bis auf gut 12 % reproduziert werden.
An dieser Stelle sei auf die Problematik der Messung der Verluste (vgl. [17]) hingewiesen.

Im Vergleich zu den Ergebnissen der Streninduktivitdtsberechnung ist die relative Abwei-
chung bei den hier bestimmten Kurzschlussverlusten tiberdurchschnittlich groff. Jedoch sind
die absoluten Abweichungen zwischen den berechneten und gemessenen Werten fiir u, 4hn-
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lich groB, wie dieses bei uy der Fall ist. Es kann nicht ausgeschlossen werden, dass hier die
Genauigkeitsgrenze der verwendeten Rechner und Zahlendarstellung erreicht wird, zumal
die spiter bei der Kraftberechnung diskutierten Genauigkeiten ebenfalls in diesér Gréfen-
ordnung liegen. Fiir die Ungenauigkeiten bei der relativen Kurzschluss-Spannung uy kénnen
die hier auftretenden Differenzen jedoch kaum verantwortlich gemacht werden. Der Einfluss
von u, ist wegen des quadratischen Zusammenhangs gem#f Gleichung (3.18) nur minimal,
solange u, < uy gilt.

Die bisherigen Ergebnisse reprisentieren die gesamten Kurzschlussverluste. Daraus kénnen
die Zusatzverluste berechnet werden. Ausgehend von Gleichung (3.41) werden dafiir die
Gleichstromverluste bendtigt. Bekanntlich sind diese aus den geometrischen Abmessungen
sowie der elektrischen Leitfahigkeit der Windungen gem&fi Gleichung (3.40) zu bestimmen.
Eine Feldberechnung ist dafiir nicht notwendig. Fiir den 110-kV-/10-kV-Transformator las-
sen sich die Gleichstromverluste so zu Pg = 132,7 kW bestimmen. Dem steht ein Messwert
von 130,7 kW gegeniiber. ’ ’
Abschlieflend konnen aus der Differenz der Kurzschiussverluste P, und der Gleichstromver-
luste Pg die Zusatzverluste Pz berechnet werden. Sie sind aus den Messwerten mit 27,7 kW
bestimmt worden, wihrend die Rechnungen 46,5 kW liefern. In diesem Fall resultiert die
Abweichung im Wesentlichen aus den oben schon diskutierten Ungenauigkeiten bei den
Kurzschlussverlusten. Der richtig berechnete Anteil der Gleichstromverluste ist darin nicht
mehr enthalten, so dass die relative Abweichung hier besonders grof§ wird. Zu bedenken sind
dabei auflerdem diejenigen Verluste, die Kreisstréme in parallelen Zweigen verursachen. Sie
werden ebenfalls als Zusatzverluste gewertet. Solche Stréme konnen in diesem Modell nicht
erfasst werden. Im Weiteren wird {iberpriift, ob eine dreiphasige Nachbildung die systema-
tischen Fehler merklich verringert.

3.3.5 Dreiphasig ermittelte Streuinduktivitéten

Im Abschnitt 3.2.1 ist die Berechnungsmethode fiir die Untersuchung des dreiphasigen Kurz-
schlussversuchs beschrieben worden. Anzumerken bleibt, dass der Kernpunkt der einpha-
sigen Streuinduktivititsberechnung — die Verwendung der energiegewichteten Lénge L, —
auch hier in unverdnderter Form beibehalten wird. Weiterhin werden die Gré8en Streuin-
duktivitdt, Kurzschlussreaktanz sowie relative Kurzschluss-Spannung synonym verwendet.
Verglichen mit einphasigen Rechnungen sind bei dreiphasigen ein Vielfaches der Systemres-
sourcen notwendig. Aus der Tabelle 3.11 ist zu ersehen, dass nicht mehr alle Modelle mit
den verfiigbaren Ressourcen berechnet werden kénnen. Vermutlich diirfte sich das schon in
wenigen Jahren dndern.

Modell-Nr. | Randelemente | Rechner | CPU-Zeit | Speicher
1 20232 HP-V2250 602 min | 7977 MB
2 32952 HP-V2250 | 2657 min | 20864 MB
3 51432 HP-N4000 | 11379 min | 50219 MB

Tabelle 3.11: Laufzeiten und Speicherbedarf verschiedener dreiphasiger Modelle des 110-kV-/10-kV-
Transformators.

Um die Vergleichbarkeit der Ergebnisse zu gew&hrleisten, sind auch hier alle Rechnungen
mit je einem Randelement pro Seite durchgefiihrt worden. Auf den lingeren Rindern des
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Eisenkerns waren es wiederum jeweils zehn Randelemente. Im Gegensatz zu den einphasigen
Modellen sind hier die Moglichkeiten, die Randelementezahl zu erhéhen, angesichts der
grofien Anzahl an Leitern kaum vorhanden.

Bei dreiphasigen Rechnungen miissen die bestimmten relativen Kurzschluss-Spannungen
aller drei Phasen zusammengefasst werden. Analog zu den einphasigen Rechnungen mittelt
man auch hier die relativen Kurzschluss-Spannungen arithmetisch. Da die Unterschiede
zwischen den drei Phasen verhiltnismiBig gering sind, ist diese Mittelung unproblematisch.
Im Detail sind die Ergebnisse der Tabelle 3.12 zu entnehmen.

Modell- uy bei Stufenschalter uy bei maximaler uy bel minimaler
Nr. in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzung
Mitte Links Rechts | Mitte Links Rechts | Mitte Links Rechts
1 14,93 % 14,84 %14,84 % | 16,31 %16,24 %16,24 % | 13,87 %13,75 %13,75 %
Mittelwert: 14,87 % | Mittelwert: 16,27 % | Mittelwert: 13,79 %
2 14,44 %14,42 %14,42 % | 15,88 %15,88 %15,88 % | 13,24 %13,22 %13,22 %
Mittelwert: 14,43 % | Mittelwert: 1588 % | Mittelwert: 13,23 %
3 14,52 %14,50 %14,50 % | 15,97 %15,96 %15,96 % | 13,37 %13,33 %13,33 %
Mittelwert: 14,51 % Mittelwert: 15,97 % Mittelwert: 13,37 % |
Messwert 1587 % 17,53 % 14,59 % |

Tabelle 3.12: Nummerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen
des 110-kV-/10-kV-Transformators bei dreiphasiger Modellierung.

Da nur die ersten drei Modelle zu untersuchen sind, ergeben sich gréBere Abweichungen zu
den Messwerten. Dabei ist jedoch zu beachten, dass sich auch bei den einphasigen Rech-
nungen erst mit den Modellen 4 und 5 die Ergebnisse deutlich verbessert haben. Wie der
Vergleich zwischen den einphasigen und dreiphasigen Rechnungen der Modelle 1 bis 3 in
der Tabelle 3.13 zeigt, stimmen die berechneten relativen Kurzschluss-Spannungen bei al-
len Modellen und Stufenschalterstellungen mit einer Abweichung von deutlich unter 1 %
tiberein.

Modell-Nr. | Abweichung bei Stufen- | Abweichung bei maxi- | Abweichung bei mini-
schalter in Mittenstellung | maler Ubersetzung maler Ubersetzung
1 0,41 % 0,49 % 0,73 %
2 0,21 % 0,32 % 0,15%
3 0,14 % 0,31 % 0,00 % i

Tabelle 3.13: Relative Abweichungen der dreiphasig berechneten relativen Kurzschluss-Spannungen aller
drei Stufenschalterstellungen des 110-kV-/10-kV-Transformators von den einphasig ermittelten.

Abschlieflend bleibt festzuhalten, dass auf den verfiigharen Rechnern zur Zeit keine detaillier-
ten dreiphasigen Modelle zu bearbeiten sind. Jedoch lassen sich diese von den berechenbaren
einphasigen Nachbildungen gut annihern. AnschlieBend wird auf die Nullinduktivititen von
Transformatoren eingegangen.
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3.3.6 Ermittlung der Nullinduktivititen

Neben den Streuinduktivititen kann man aus der Induktivititsmatrix (3.42) gemiB Glei-
chung (3.55) auch die Nullinduktivitéten bestimmen. Im Gegensatz zu den Streuindukti-
vitdten kénnen jedoch keine detaillierten einphasigen Modelle verwendet werden. Stattdes-
sen ist eine dreiphasige Rechnung erforderlich. Als erstes werden die ermittelten Nullinduk-
tivitdten des dreischenkligen 110-kV-/10-kV-Transformators diskutiert.

In der Praxis ist es iiblich, das Verhiltnis der Null- zu der Kurzschlussimpedanz des Mitsys-
tems anzugeben. Fiir die beiden Schaltgruppen YNd und YNy sind die fiir die érsten drei
Modellierungsstufen des 110-kV-/10-kV-Transformators bestimmten Werte in der Tabelle
3.14 angegeben.

Modell-Nr. | Xo/Xx (YNd) | Xo/Xx (YNy)
1 0,62 3,75
2 0,62 3,77
3 0,62 37

Tabelle 3.14: Nummerisch ermitteltes Verhiltnis von Nullreaktanzen zu Kurzschlussreaktanzen fiir die
Schaltgruppen YNd und YNy am Beispiel des dreischenkligen 110-kV-/10-kV-Transformators.

Zunichst fillt besonders die Konstanz des Verhiltnisses X/ Xy auf. Die geringen Schwan-
kungen resultieren daraus, dass sich die Kurzschlussimpedanz von Modell zu Modell in
gleichem Mafle wie die Nullimpedanz &ndert. Daher ist zu vermuten, dass auch bei den bis-
her nicht berechenbaren Modellen das Verhiltnis X/ Xy erhalten bleibt. Bevor jedoch nicht
das Modell 4 iiberpriift worden ist, das beziiglich des Streuinduktivititen gegeniiber Mo-
dell 3 eine deutliche Verbesserung in der Genauigkeit darstellt, kann hier keine abschlieflende
Aussage getroffen worden.

Fiir Transformatoren mit Kessel erwartet man nach [13] ein Xo/Xi von etwa 1, wenn die
Schaltgruppe YNd vorliegt, bzw. einen Wert von ungefdhr 10...14 bei der Schaltgrup-
pe YNy. Die berechneten Ergebnisse liegen in beiden Fillen jedoch erheblich niedriger.
Hauptursache ist die im Abschnitt 3.2.2 beschriebene Dreidimensionalitit der Nullfelder.
Aufgrund der fehlenden Phasenverschiebung schlieflen sich die Felder iiber die Luft (vgl.
auch Abbildung 3.7 auf Seite 47). Damit entfillt die feldfihrende Wirkung des Eisenkerns
in der Modellebene. Der Einfluss eines Kessels ist nur minimal, da dieser im zweidimensio-
nalen Modell nur unzureichend erfasst wird (vgl. Abschnitt 3.2.2). Somit kénnen die mit
der zweidimensionalen Randelementmethode bestimmten Nullinduktivititen nur als orien-
tierende Werte betrachtet werden. Genauere Aussagen lassen sich erst dann treffen, wenn
zum Vergleich Messwerte herangezogen werden.

Wie ebenfalls im Abschnitt 3.2.2 beschrieben, fiihren die zusétzlichen Schenkel eines Fiinf-
schenkelkernes dazu, dass sich die Felder iiber diese Schenkel schlieflen kénnen. Damit sollte
das zweidimensionale Modell bei diesen Ausfithrungen wieder besser gerechtfertigt sein.
Um diese Frage zu kldren, ist das zweite Modell des 110-kV-/10-kV-Transformators um
zwei zusdtzliche Schenkel erweitert worden. Fiir diesen nun fiinfschenkligen Transformator
hat sich fiir eine angenommene Schaltgruppe YNd ein Verhidltnis Xo/Xy = 0,79 ergeben.
Zu erwarten wére wie auch beim Dreischenkelkern ein Wert von etwa 1. Damit liegt das
Ergebnis deutlich niher am Richtwert als der Wert von Xp/X) = 0,62 der dreischenkli-
gen Kernbauart. Bei der Schaltgruppe YNy liegen die typischen Werte gemaf [13] etwa bei
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Xo/ X = 10...100. Hier hat die Rechnung X/ X, = 1878 ergeben. Der zu hohe Wert diirfte
darauf zuriickzufiihren sein, dass die StoBfugen bei der Kernmodellierung unberiicksichtigt
geblieben sind.

Ohne einen Vergleich mit Messwerten kann keine abschlieende Aussage iiber die Qualitiit
der berechneten Nullinduktivititen getroffen werden. Bevor auf einen weiteren Transforma-
tor eingegangen wird, soll zunichst ein systematischer Fehler, das Ausnutzen von Symme-
trien, niher untersucht werden.

3.3.7 Fehler durch Ausnutzung der Symmetrie

Wie bei der Beschreibung der Symmetrien im Abschnitt 2.3.1 erldutert worden ist, be-
steht bei Querschnitten durch reale Transformatoren keine exakte Symmetrie. Eine ideal
gewickelte Spule weist zwischen dem Hin- und dem Riickleiter einen Versatz von einer hal-
ben Windungshéhe auf. Modelliert werden jedoch zumeist exakt symmetrische Modelle. um
die Anzahl der zu losenden Gleichungen niedrig zu halten. Schematisch sind diese beiden
Geometrien in der Abbildung 3.12 gezeigt.

In den untersuchten Transformatoren sind die verwendeten Leiter jedoch nur einen knap-
pen Zentimeter hoch. Es ist somit zu erwarten, dass der dadurch entstandene Fehler zu
vernachlissigen ist. Eine Untersuchung der Einfliisse der Symmetrie hat diese Vermutung
bestitigt. Es sind mehrere kleine Modelle des 110-kV-/10-kV-Transformators mit Verschie-
bungen der Hin- und Riickleiter gegeneinander um die Halfte der Windungshohe durchge-
rechnet worden. Dabei kann man die Hin- oder Riickleiter entweder alleine oder andererseits
beide Windungsteile in jeweils unterschiedliche Richtungen verschieben. Im ersten Fall kann
die Verschiebung nach unten oder oben durchgefithrt werden, wihrend im zweiten Fall die
Auswahl bleibt, ob der linke oder rechte Teil nach oben verlagert werden soll. Schliefi-
lich kann man diese Auswahl bei jeder Wicklung unabhingig treffen. Aus der Vielzahl der
Méglichkeiten ergibt sich, dass diese nicht alle bei Modellen iiberpriift werden kénnen, die
an die Grenzbelastung der zur Verfiigung stehenden Rechner heranreichen.

Als Ergebnis ergibt sich, dass in keinem Fall die Abweichung zwischen den Streuindukti-
vitéten oder Verlusten des symmetrischen Modells einerseits und des realistischeren Modells
andererseits iiber 0,1 % angewachsen ist. Ein systematischer Fehler in dieser Grofe ist zu
vernachldssigen, weil die Streuinduktivititen im gleichen Bereich variieren, wenn man die
Wicklungen um wenige Millimeter verschiebt. Mit solchen Toleranzen ist ohnehin zu rech-
nen, weil die exakten Positionen der Leiter nicht bekannt sind. Man kann zwar aus den

N I It |
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Bild 3.12: a) Modellierte Windungen (symmetrisch}, b) reale Windungen (asymmetrisch).
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gufleren Abmessungen einer Wicklung - einschliefilich Isolation und der verwendeten Lei-
tergréfe — eine realistische gleichméBige Verteilung der Leiter abschitzen, die genauen Po-
sitionen unterliegen aber auch Fertigungstoleranzen. Weiterhin sind die Differenzen in den
berechneten Streuinduktivititen und Verlusten fiir unterschiedlich detaillierte Modelle deut-
lich gréBer als 0,1 %. Insgesamt bleibt festzuhalten, dass die Annahme einer symmetrischen
Wicklungsanordnung zu keinem nennenswerten systematischen Fehler fiihrt.

3.4 Ergebnisse der Berechnungen am Beispiel eines realen
110-kV-/20-kV-Transformators

Als zweites Beispiel wird ein 110-kV-/20-kV-Transformator &hnlicher Bauart wie der zuvor
untersuchte 110-kV-/10-kV-Transformator betrachtet. Auch dieser Transformator verfiigt
iiber einen Stufenschalter mit knapp 13 % Regelbereich sowie die Schaltgruppe YNd5.
Mit einer Bemessungsleistung von 31,5 MVA ist er jedoch etwas kleiner dimensioniert.
Der wesentliche Unterschied gegeniiber dem ersten Beispiel besteht darin, dass die par-
allelen Stringe in Unter- und Oberspannungswicklung fehlen. Mit ca. 740 Windungen in
der Stammwicklung sowie etwa 120 in der Grob- und 110 in der Feinstufenwicklung des
Stufenschalters besitzt dieser Transformator oberspannungsseitig dhnlich viele Windungen
wie der zuvor untersuchte 110-kV-/10-kV-Transformator. Aufgrund der doppelt so hohen
Bemessungsspannung unterspannungsseitig muss hier mit fagt 290 Windungen in vier La-
gen auch etwa die doppelte Anzahl berlicksichtigt werden. Jedoch sind die Drill-Leiter der
Unterspannungswicklung mit nur knapp 15 Teilleitern ausgefiihrt, so dass insgesamt rund
5320 Windungen nachgebildet werden miissen. Da die Windungszahl des 110-kV-/10-kV-
Transformators deutlich unterschritten wird, ist es moglich, ein detaillierteres dreiphasiges
Modell dieses Transformators zu betrachten.

3.4.1 Modellierungsstufen des 110-kV-/20-kV-Transformators

Aufgrund der geringeren Windungszahl des 110-kV-/20-kV-Transformators kann auf rela-
tiv grobe Modelle verzichtet werden. Die in der Tabelle 3.15 beschriebenen drei Modelle
sind trotz ihrer Genauigkeit immer noch klein im Vergleich zu denen des 110-kV-/10-kV-
Transformators.

Modell | Windungen | Windungen | Windungen Windungen | Summe der
Nr. Feinstufen- | Grobstufen- | Oberspannung | Unterspannung | Windungen
wicklung wickiung
1 108 120 743 288 1259
2 108 120 743 1728 2699
3 108 120 743 3456 4427

Tabelle 3.15: Zahl modellierter Windungen in den drei verschiedenen Modellen des 110-kV-/20-kV-
Transformators.

Das zunéchst verwendete Modell 1 entspricht in seiner Detailtreue etwa dem Modell 3 des
110-kV-/10-kV-Transformators, Modell 2 wiederum dem Modell 5. Schliefllich sind auch die
beiden detailgetreuesten Modelle vergleichbar. Beziiglich der physikalischen Eigenschaften
gilt das im Abschnitt 3.3.1 Gesagte.
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Bild 3.13: Modell 1 des 110-kV-/20-kV-Transformators.

In der Abbildung 3.13 erkennt man im Modell 1 des 110-kV-/20-kV-Transformators die
Leiter der Unterspannungswicklung. Einzelne Leiter der Oberspannungswicklung kénnen
nicht mehr aufgelést werden. Sichtbar ist jedoch noch die unterschiedliche Struktur der
Scheiben dieser Wicklung. Insgesamt gibt es sechs Bereiche: Zunéichst die oberste Scheibe,
dann zwei Blicke aus je drei Scheiben; nach dem Hauptteil der Wicklung folgen unten noch
einmal vier identische Scheiben, bevor die unterste Scheibe die Wicklung vervollstindigt. In
jedem dieser Bereiche sind die verwendeten Leiter gleich grof; sie unterscheiden sich jedoch
von Bereich zu Bereich. Zu den Réndern der Spule hin werden die Leiter breiter und sind
dafiir etwas weniger hoch.

Wie auch schon beim ersten Beispieltransformator werden zunichst die einphasigen Modelle
diskutiert, wobei wiederum sowohl die mittlere als auch eine duflere Phase betrachtet wer-
den. Anschlieend werden die so bestimmten Streuinduktivititen wiederum mit denen der
dreiphasigen Modelle verglichen.

3.4.2 Einphasig ermittelte Streuinduktivititen

Anhand der Modelle 1 bis 3 des 110-kV-/20-kV-Transformators sind mit der schon vom
vorangegangenen Transformator her bekannten Randelementeverteilung einphasige Berech-
nungen der Streuinduktivitét durchgefiihrt worden. Mit 3’ und 3” sind Varianten des Modells
3 gekennzeichnet, die mit der doppelten bzw. dreifachen Randelementezahl berechnet wor-
den sind. Wie die Tabelle 3.16 zeigt, lieff die geringe Leiterzahl bei diesem Transformator
eine solche ErhShung der Randelementezahl - zumindest bei den einphasigen Modellen der
mittleren Phase ~ zu.

Im Gegensatz zu den Rechnungen fiir den 110-kV-/10-kV-Transformator werden schon mit
dem grébsten Modell die Messwerte recht gut getroffen. Der Grund dafiir ist wiederum die
hhere Genauigkeit der Modelle. In der Tabelle 3.17 sind die Ergebnisse dargestellt. Hier
liegen die berechneten relativen Kurzschluss-Spannungen bei allen drei Stufenschalterstel-
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Modell-Nr. | Randelemente | Rechner | CPU-Zeit | Speicher
1 10192 HP-L2000 18 min 561 MB
2 21712 HP-V2250 275 min | 2576 MB
3 35536 HP-V2250 | 1183 min | 7936 MB
3 71072 NEC SX-4 | 435 min | 23155 MB
3? 106608 NEC SX-4 | 1915 min | 49377 MB

Tabelle 3.16: Laufzeiten und Speicherbedarf der drei einphasigen Modelle des 110-kV-/20-kV-Transformators
zur Bestimmung der relativen Kurzschluss-Spannung der mittleren Phase.

lungen um etwa 3,5 % iiber den Messwerten, wenn man das genaueste Modell betrachtet.
Obwohl die Ergebnisse des grobsten Modells damit dichter an den Messwerten liegen, soll-
te dieser Tatsache nicht zu viel Bedeutung beigemessen werden, da die Messwerte auch
Messfehler aufweisen. .

Modell-Nr. | uy bel Stufenschalter | uy bei maximaler | uy, bei minimaler
in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzung

1 12,61 % 13,48 % 11,839 %

2 - 12,90 % 13,79 % 12,18 %

3 12,92 % 13,80 % 12,19 %

3 12,96 % 13,85 % 12,23 %

3 12,98 % 13,87 % 12,27 %
Messwert 12,52 % 13,41 % 11,83 %

Tabelle 3.17: Nummerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen
des 110-kV-/20-kV-Transformators bei einphasiger Modellierung der mittleren Phase.

Fiir die Berechnung des dufleren Wicklungsstrangs kamen die Modelle 3’ und 3” nicht mehr
in Betracht, aber mit dem Modell 3 konnte die fast vollstindige Nachbildung der Wicklun-
gen untersucht werden. Einen Uberblick iiber die benétigten Rechnerressourcen fiir diese
Rechnungen gibt die folgende Tabelle 3.18.

Modell-Nr. | Randelemente | Rechner | CPU-Zeit | Speicher
1 10192 HP-V2250 91 min | 1681 MB
2 21712 HP-V2250 | 845 min | 8253 MB
3 35536 NEC SX-4 | 422 min | 19713 MB

Tabelle 3.18: Laufzeiten und Speicherbedarf der drei einphasigen Modelle des 110-kV-/20-kV-Transformators
zur Bestimmung der relativen Kurzschluss-Spannung der dufieren Phase.

Wie schon beim 110-kV-/10-kV-Transformator liegen die fiir die dufere Phase bestimmten
relativen Kurzschluss-Spannungen erneut um etwa 2 % niedriger als die der mittleren Phase.
Als Ursache dafiir ist — wie oben diskutiert — die reduzierte Hauptinduktivitdt durch den
verlingerten Eisenweg anzusehen. Dass die Reduktion mit 2 % sowohl beim 110-kV-/20-kV-
Transformator wie auch beim zuvor betrachteten 110-kV-/10-kV-Transformator etwa gleich
grof ist, liegt vor allem an den fast identischen Abmessungen beider Transformatoren. Im
Detail gibt die Tabelle 3.19 die Ergebnisse wieder.
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Modell-Nr. | uy bei Stufenschalter | u, bei maximaler | uy bei minimaler
in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzung
1 12,41 % 13,24 % 11,75 %
2 12,67 % 13,50 % 11,99 %
3 12,70 % 13,54 % 12,02 %
Messwert 19.52 % 1341 % 1183 %

Tabelle 3.19: Nummerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen

des 110-kV-/20-kV-Transformators bei einphasiger Modellierung der duBere Phase.

Modell-Nr. | uy bei Stufenschalter | uy bei maximaler | ux bei minimaler
in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzung
1 12,48 % 13,32 % 11,80 %
2 12,75 % 13,60 % 12,06 %
3 12,77 % 13,63 % 12,07 %
Messwert 12,52 % 13,41 % 11,83 %

Tabelle 3.20: Mittelwert der aus den einphasigen Modellierungen bestimmten relativen Kurzschluss-
Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen des 110-kV-/20-kV-Transformators

Erneut werden die verschiedenen einphasigen Rechnungen gemittelt. Diese Ergebnisse sind
in der Tabelle 3.20 dargestellt. Nach der Mittelung ergeben sich relative Kurzschluss-Span-
nungen fiir die drei Stufenschalterstellungen, die zwischen 1,6 % bei der maximalen Uber-
setzung und 2,0 % bei den anderen beiden Stufenschalterstellungen oberhalb der Messwerte
liegen. Beachtet man die bei den Ergebnissen des 110-kV-/10-kV-Transformator diskutier-
ten Fehlerquellen, bestétigt sich die Randelementmethode zur Berechnung von Streuinduk-
tivititen wiederum.

3.4.3 Bestimmung der Kurzschlussverluste

Wihrend beim 110-kV-/10-kV-Transformator die Bestimmung der Kurzschlussverluste Py
einem um gut 12 % zu grofilen Wert liefert, ergibt sich beim 110-kV-/20-kV-Transformator
ein um 7 % zu kleiner Wert, wie die Tabelle 3.21 zeigt.

Modell-Nr. Uy By
1 0,75 % | 236,9 kW
2 0,35 % | 110,3 kW
3 0,38 % | 118,8 kW
Messwert | 0,41 % | 127,9 kW

Tabelle 3.21: Mit der Randelementmethode bestimmte Kurzschlussverluste P des 110-kV-/20-kV-Trans-
formators.

Dieses Ergebnis ist in zweierlei Hinsicht beachtenswert: Erstens konnen aufgrund der-Tat-
sache, dass hier das berechnete P, zu klein ausfillt, zu starke Wirbelstrome als Fehlerquelle
ausgeschlossen werden. Andererseits ist die relative Abweichung auch hier groff genug, dass
die zur Zeit mogliche Genauigkeit zumindest bei den Verlusten nicht ausreichend zu sein
scheint.
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Aus der Differenz der Kurzschlussverluste P und der Gleichstromverluste Pg ergeben sich
nach Gleichung (3.41) die Zusatzverluste Pz. Vom Hersteller sind Gleichstromverluste von
98,7 kW gemessen worden, wihrend die Berechnung aufgrund der Windungsgeometrie den
um rund 2 % groBeren Wert Pg = 100, 2 kW liefert. Auch hier weichen die berechneten Zu-
satzverluste mit Py = 18,6 kW erheblich von den 29,2 kW ab, die vom Hersteller bestimmt
worden sind. Der grofie relative Unterschied zwischen berechnetem und gemessenem Wert
ist — wie schon beim vorangegangenen Beispiel — darin begriindet, dass die Zusatzverluste
P, deutlich kleiner sind als die Kurzschlussverluste Py, wihrend der absolute Fehler etwa
gleich grof} ist.

SchlieBlich soll noch ein dreiphasiges Modell des 110-kV-/20-kV-Transformators untersucht
werden, um an ihm die Giiltigkeit der einphasigen Rechnungen erneut zu bestétigen.

'3.4.4 Dreiphasig ermittelte Streuinduktivititen

Auch beim 110-kV-/20-kV-Transformator lieflen sich keine vollstindigen dreiphasigen Mo-
delirechnungen durchfithren. Da im Gegensatz zum 110-kV-/10-kV-Transformator jedoch
keine ganz groben Nachbildungen untersucht worden sind, blieb nur ein einziges derzeit be-
rechenbares Modell iibrig. Wie schon am Anfang dieses Abschnitts festgestellt, entspricht
dieses Modell 1 etwa dem Modell 3 des 110-kV-/10-kV-Transformators, so dass insgesamt
vergleichbare Modellierungsstufen erreicht werden. Die Tabelle 3.22 zeigt die fiir das Modell
1 bendtigten Hardware-Ressourcen.

Modell-Nr. | Randelemente | Rechner | CPU-Zeit | Speicher
1 30336 HP-V2250 | 1665 min | 14768 MB

Tabelle 3.22: Laufzeiten und Speicherbedarf des dreiphasigen Modells des 110-kV-/20-kV-Transformators
zur Bestimmung der relativen Kurzschluss-Spannung.

Aufgrund der Tatsache, dass nur das Modell 1 untersucht werden konnte, weichen die Ergeb-
nisse aus Tabelle 3.23 von den Messwerten nur maximal 0,2 % ab. Dieses Gesamtergebnis
wird jedoch dadurch relativiert, dass man davon ausgehen muss, dass genauere Rechnun-
gen — wie auch schon im Fall der einphasigen Modellierungen — zu hoheren Werten fiihren
werden, die sich dann stérker von den Messwerten unterscheiden.

Modell- uy bei Stufenschalter 1 bei maximaler uy bei minimaler |
Nr. in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzung

Mitte Links Rechts | Mitte Links Rechts | Mitte Links Rechts

1 12,49 %12,57 %12,57 % | 13,35 %13,45 %13,45 % | 11,80 %11,85 %11,85 %

Mittelwert: 12,54 % | Mittelwert: 13,42 % | Mittelwert: 11,84 %

Messwert 12,52 % 13,41 % 11,83 %

Tabelle 3.23: Nummerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen
des 110-kV-/20-kV-Transformators bei dreiphasiger Modellierung.

Wichtig in diesem Zusammenhang sind vor allem die Unterschiede zwischen den gemittel-

ten einphasigen Kurzschluss-Spannungen und den Ergebnissen der betrachteten dreiphasi-
gen Rechnung. Wie schon beim zuvor untersuchten Transformator liegen die Abweichungen
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gemaf Tabelle 3.24 bei deutlich unter einem Prozent. Auch dieses Beispiel bestdtigt den
Aussagewert einphasiger Rechnungen.

Modell-Nr. | Abweichung bei Stufen- | Abweichung bei maxi- | Abweichung bei mini-
schalter in Mittenstellung | maler Ubersetzung maler Ubersetzung
1 0,48 % 0.75 % 0,34 %

Tabelle 3.24: Relative Abweichung der dreiphasig ermittelten relativen Kurzschluss-Spannung von den ein-
phasig ermittelten fiir den 110-kV-/20-kV-Transformator.

Im folgenden Abschnitt wird ein Doppelstock-Transformator untersucht, der zum einem
aufgrund seiner groffen Windungszahl und zum anderen aufgrund seiner abweichenden Geo-
metrie problematisch ist.

3.5 Ergebnisse der Berechnungen am Beispiel eines realen
63-MVA-Doppelstock-Transformators

Beziiglich seines Aufbaus unterscheidet sich ein Doppelstock-Transformator von den bisher
untersuchten Transformatoren: Er besteht aus zwei Stockwerken, die jeweils eigene Unter-
und Oberspannungswicklungen enthalten. Wéhrend die Oberspannungswicklungen beider
Stockwerke parallel geschaltet sind, besteht zwischen den Unterspannungswicklungen keine
leitende Verbindung. Die Einteilung in zwei Stockwerke kann der Abbildung 3.14 entnommen
werden.

Bei einer Spannung von 110 kV oberspannungsseitig bzw. jeweils 10 kV unterspannungssei-
tig betrigt die Bemessungsleistung 63 MVA, wenn beide Stockwerke im Betrieb sind; die
Schaltgruppe des Doppelstock-Transformators ist YNd5d5. Mit einem Stufenschalter kann
die Windungszahl von ca. 670 oberspannungsseitig um etwa 12 % erhoht oder reduziert wer-
den. In jedem Stockwerk besteht die Oberspannungswicklung aus zwei parallelen Strangen,

Bild 3.14: Untersuchter 63-MVA-Doppelstock-Transformator.
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die ungefihr 580 Windungen in 35 Scheiben enthalten. Zusitzlich kommen rund 90 Win-
dungen aus der Grob- und 80 aus der Feinstufenwicklung hinzu. Im Gegensatz dazu verfiigt
die Unterspannungswicklung zwar auch je Stockwerk iiber zwei parallele Stringe, jedoch
bestehen diese aus etwa 110 Drill-Leitern in vier Lagen. Jeder Drill-Leiter enthilt wiederum
knapp 20 Teilleiter.

Nicht nur die Gesamtzahl der zu modellierenden Windungen ist mit 11460 erheblich gréfier
als bei den anderen beiden Transformatoren; es sind auch verschiedene Kurzschlussversu-
che moglich: Beide Stockwerke kénnen gleichzeitig betrieben werden; dann sind auch die
Unterspannungswicklungen beider Stockwerke parallel geschaltet. Im Folgenden wird der
zugehorige Kurzschlussversuch mit der Ziffer 1 gekennzeichnet. Als zweite Moglichkeit bie-
tet es sich an, nur eine der beiden Unterspannungswicklungen zu verwenden. Dabei ist es
aufgrund der baulichen Symmetrie unerheblich, ob die obere oder untere gewihlt wird. Die-
se beiden identischen Varianten stellen die Kurzschlussversuche 2 und 3 dar. SchlieBlich ist
noch der Einzelbetrieb der beiden Unterspannungswicklungen zu betrachten. Beim Kurz-
schlussversuch 4 wird von dieser Konfiguration ausgegangen. In der Oberspannungswicklung
konnen — bedingt durch die parallelen Stockwerke — dann Kreisstréme induziert werden. Die-
ser Fall ist besonders wegen seiner auflergewdhnlichen Geometrie interessant. Hier befindet
sich der Streukanal in der Schenkelmitte. Daher wird das Streufeld von Querfeldern geprigt,
die durch den Eisenkern kaum gefiihrt werden, und infolgedessen ist das zweidimensiona-
le Modell weniger aussagekriftig. Eine quantitative Bewertung erfolgt im anschliefienden
Abschnitt,

3.5.1 Modellierungsstufen des Doppelstock-Transformators

Auch bei dem 63-MVA-Doppelstock-Transformator sind unterschiedliche Modellierungen
untersucht worden, die in Tabelle 3.25 aufgefithrt sind. Wihrend das Modell 1 noch recht
grob ist, sind im Modell 2 alle Windungen bis auf einige aus der Oberspannungswickiung
nachgebildet; Drill-Leiter sind jedoch noch nicht beriicksichtigt. Ab dem dritten Modell
ist dann die Oberspannungswicklung vollstindig erfasst, und die Anzahl der nachgebildeten
Teilleiter in der Unterspannungswicklung steigt von 4 iiber 8 auf schliellich 16 in der feinsten
betrachteten Darstellung, dem Modell 5. Auch hier beginnt die Diskussion der Ergebnisse
mit der Darstellung der einphasig bestimmten relativen Kurzschluss-Spannungen.

Modell | Windungen | Windungen | Windungen Windungen Summe der
Nr. Feinstufen- | Grobstufen- | Oberspannung | Unterspannung | Windungen
wicklung wicklung

1 4 4 1120 320 1448

2 81 90 2240 432 2843

3 81 90 2308 1728 4207

4 81 90 2308 3456 5935

5 81 90 2308 6912 9391

Tabelle 3.25: Zahl modellierter Windungen in den verschiedenen Modellen des Doppelstock-Transformators.

69




3.5 Ergebnisse der Berechnungen am Beispiel eines 63-M VA-Doppelstock-Transformators

3.5.2 Einphasig ermittelte Streuinduktivititen

Fiir den 63-MVA-Doppelstock-Transformator ist es ebenfalls wichtig, tiber einphasige Mo-
dellierungen die Streuinduktivititen bestimmen zu konnen. Bedingt dadurch, dass die An-
zahl an nachzubildenden Leitern besonders gro ist, kénnen nur verhiltnismifig grobe
dreiphasige Modelle betrachtet werden. Es zeigt sich an den benétigten Rechnerressour-
cen geméfl Tabelle 3.26, dass sich bei den hier gewihlten Modellierungsstufen wiederum
Modelle ergeben, die den Einsatz einer Workstation ermoglichen.

Modell-Nr. | Randelemente | Rechner | CPU-Zeit | Speicher

1 11608 HP-V2250 48 min 742 MB
22768 HP-V2250 | 317 min | 2859 MB
33680 HP-V2250 | 1009 min | 6680 MB
47504 HP-V2250 | 2819 min | 13378 MB
75152 HP-N4000 | 5127 min | 32463 MB

(S VU

Tabelle 3.26: Laufzeiten und Speicherbedarf der einphasigen Modelle des 63-MVA-Doppelstock-Trans-
formators zur Bestimmung der relativen Kurzschluss-Spannung der mittleren Phase.

Abweichend von den bisher untersuchten Transformatoren werden aufgrund der insgesamt
vier verschiedenen Kurzschlussversuche deren Ergebnisse getrennt diskutiert. Dabei werden
die Kurzschlussversuche 2 und 3 zusammengefasst, die wegen der baulichen Symmetrie der
beiden Stockwerke identische Ergebnisse liefern.

Zunichst sollen die berechneten relativen Kurzschluss-Spannungen fiir den Kurzschlussver-
such 1 betrachtet werden. In diesem Fall werden beide Stockwerke parallel betrieben, so
dass der Doppelstock-Transformator fast wie ein herkommlicher Transformator aufgefasst
werden kann. Nur durch die bauliche Trennung der Spulen in eine untere und obere Halfte
unterscheidet er sich von den bisher untersuchten Transformatoren. Maximal 5,1 % differie-
ren die Ergebnisse in der Tabelle 3.27 von den Messwerten.

Modell-Nr. | uy bei Stufenschalter | u, bel maximaler | uy bei minimaler
in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzung

1 14,97 % 16,07 % 14,04 %

2 14,66 % 15,84 % 13,64 %

3 15,38 % 16,57 % 14,34 %

4 15,75 % 16,95 % 14,71 %

5 15,88 % 17,04 % 14,86 %
Messwert 15,11 % 16,21 % 14,18 %

Tabelle 3.27: Nummerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen
beim Kurzschlussversuch 1 des 63-MVA-Doppelstock-Transformators bei einphasiger Modellierung der mitt-
leren Phase.

Vergleicht man die Ergebnisse des Kurzschlussversuchs 1 mit denen der Kurzschlussversuche
2 und 3 aus Tabelle 3.28, so zeigt sich, dass bei letzteren die relativen Abweichungen zu den
Messwerten merklich grofer sind. Bis zu 6,7 % betrigt hier die Differenz. Als Ursache fiir
diese Abnahme in der Genauigkeit muss die Lage der betriebenen Windungen bei den Kurz-
schlussversuchen 2 und 3 gesehen werden. In diesem Fall wird nur ein Stockwerk vom Strom
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durchflossen. Da die beiden Stockwerke der Oberspannungswicklung parallelgeschaltet wer-
den, flieBt anch im nicht betriebenen Stockwerk der Oberspannungswicklung ein geringer
Strom; das zweite Stockwerk der Unterspannungswicklung bleibt jedoch stromlos. In der
Abbildung 3.15 ist die Schaltung fiir den Betrieb eines Stockwerks schematisch dargestellt.
Bisher endeten die Spulen immer in der Ndhe des Jochs, so dass die Felder im Wesentlichen
innerhalb der Eisenkerns bzw. parallel dazu verlaufen kénnen. In diesem Fall enden die
stromdurchflossenen Spulen aber etwa auf halber Hohe des Schenkels. Dort fehlt die direkte
Fiihrung der Felder durch das Joch. Die Felder kriimmen sich also verstirkt in Richtung der
Schenkel, allerdings nicht nur in der Modellebene, sondern dreidimensional. Da dieses nur
an einer Seite der Spulen auftritt, ist die Dreidimensionalitdt nicht besonders ausgeprégt.
Daher halten sich die Fehler noch in Grenzen.

Modell-Nr. | u; bei Stufenschalter | uy bei maximaler | uy bei minimaler
in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzung

1 13,81 % 14,46 % 13,21 %

2 13,58 % 14,27 % 12,93 %

3 14,38 % 15,09 % 13,72 %

4 14,70 % 15,41 % 14,03 %

5 14,62 % 15,32 % 14,00 %

Messwert 13,80 % 14,37 % 13,39 %

Tabelle 3.28: Nummerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen bei
den Kurzschlussversuchen 2 und 3 des 63-MVA-Doppelstock-Transformators bei einphasiger Modellierung
der mittleren Phase.

Beim Kurzschlussversuch 4 verstérkt sich der Effekt jedoch merklich, wie die Tabelle 3.29
zeigt. Um fast 33 % sind die berechneten Werte zu groff. Auch hier ist der Grund fiir die grofie
Abweichung vom Messwert in der Dreidimensionalitit der Felder zu suchen. In diesem Fall
sind nur die beiden Unterspannungswicklungen in Betrieb, wihrend die Oberspannungswick-
lung bedingt durch ihre parallel geschalteten Stockwerke als zusétzliche Kurzschlusswicklung
wirkt. Als Streufelder kommen nun vor allem Querfelder zwischen den beiden Unterspan-
nungswicklungen in der Fenstermitte in Frage. Diese werden — wie auch schon bei den
Kurzschlussversuchen 2 und 3 - nur geringfiigig von Schenkel und Joch in die Kernebene
gefiibrt. Es entsteht ein ausgepréigt dreidimensionales Feldbild, welches die zweldxmensmuale
Randelementmethode nur unvollstéindig wiedergeben kann.

Zur Verbesserung der Ergebnisse sind auch hier die Streuinduktivitdten der dufleren Phase —
so detailliert wie mdglich ~ bestimmt worden. Dabei ist, wie auf Seite 55 ausgefiihrt, mit ge-
ringeren Streuinduktivititen fiir die dufleren Phasen zu rechnen. Zunichst ist in der Tabelle

o0 0]
U, ‘g g Stockwerk 1
= g e O——9
g B L
5 8 Stockwerk 2

Bild 3.15: Schaltung beim Betrieb eines Stockwerks beim 63-MVA-Doppelstock-Transformator.
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Modell-Nr. Uy
1 30,32 %
2 31,07 %
3 32,75 %
4 33,30 %
5 33,11 %
Messwert | 25,06 %

Tabelle 3.29: Nummerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen fiir den Kurzschlussversuch 4 des
63-MVA-Doppelstock-Transformators bei einphasiger Modellierung der mittleren Phase.

3.30 jedoch die benétigte Rechnerleistung fiir die durchgefiihrten Rechnungen angegeben.

Modell-Nt. { Randelemente | Rechner | CPU-Zeit | Speicher
1 11608 HP-V2250 222 min | 2148 MB
2 22768 HP-V2250 956 min | 9040 MB
3 33680 NEC-SX4 | 2649 min | 17918 MB
4 47504 HP-N4000 | 6908 min | 40107 MB

Tabelle 3.30: Laufzeiten und Speicherbedarf der einphasigen Modelle des 63-MVA-Doppelstock-Trans-
formators zur Bestimmung der relativen Kurzschluss-Spannung einer duferen Phase.

Diese Rechnungen haben die theoretischen Erwartungen fiir den Kurzschlussversuch 1 be-
stitigt: Um etwa 1 % liegen die fiir eine duflere Phase berechneten relativen Kurzschluss-
Spannungen niedriger als die der mittleren Phase. Insgesamt sind die Resultate aus Tabelle
3.31 rund 3,5 % gréfer als die Messwerte.

Modell-Nr. | uy bei Stufenschalter | uy, bei maximaler | uy bei minimaler
in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzung
1 14,82 % 15,90 % 13,92 %
2 14,51 % 15,65 % 13,53 %
3 15,27 % 16,34 % 14,21 %
4 15,64 % 16,79 % 14,64 %
Messwert, 1511 % 16,21 % 14,18 %

Tabelle 3.31: Nummerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen
beim Kurzschlussversuch 1 des 63-MVA-Doppelstock-Transformators bei einphasiger Modellierung der dufle-
ren Phase.

Wie die Tabelle 3.32 zeigt, trifft dieses auch fiir die Kurzschlussversuche 2 und 3 zu. Die
relativen Kurzschluss-Spannungen liegen ebenfalls rund 1 % niedriger als bei der mittleren
Phase. Damit bleiben auch diese Werte merklich zu hoch.

Anders als bei den ersten drei Kurzschlussversuchen fallen beim vierten Kurzschlussversuch
die berechneten relativen Kurzschluss-Spannungen deutlich geringer aus. Zwischen 3 % und
4 % geringere Werte ergeben sich fiir die Phase auf einem dufleren Schenkel. Trotzdem liegen
die Ergebnisse aus der Tabelle 3.33 noch immer mehr als 20 % iiber den Messwerten.
Abschlieflend werden die einphasig ermittelten relativen Kurzschluss-Spannungen der mitt-
leren und dufleren Phase arithmetisch im Verhéltnis 1:2 gemittelt. In der Tabelle 3.34 sind
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Modell-Nr. | uy bei Stufenschalter | uy bei maximaler | vy bei minimaler
in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzung
1 13,67 % 14,31 % 13,09 %
2 13,45 % 14,12 % 12,83 %
3 14,23 % 14,92 % 13,59 %
4 - 14,49 % 15,18 % 13,85 %
Messwert 13,80 % 14,37 % 13,39 %

Tabelle 3.32: Nummerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen
beiden Kurzschlussversuchen 2 und 3 des 63-MVA-Doppelstock-Transformators bei einphasiger Modellierung
der &uferen Phase.

Modell-Nr. Uy
1 29.44 %
2 30,03 %
3 31,63 %
4 32,12 %
Messwert | 25,06 %

Tabelle 3.33: Nummerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen fiir den Kurzschlussversuch 4 des
63-MVA-Doppelstock-Transformators bei einphasiger Modellierung der 4ufere Phase.

diese Mittelwerte im Fall des Kurzschluss-Versuchs 1 angegeben. Fiir die genaueste bere-
chenbare Modellierung weichen sie um 3 % bis 4 % von den Messwerten ab. Damit sind die
Ergebnisse ungenauer als bei den bisher untersuchten Transformatoren.

Modell-Nr. | uy bei Stufenschalter | uy, bei maximaler | u, bel minimaler
in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzung
1 14,87 % 15,96 % 13,96 %
2 14,56 % 15,71 % 13,57 %
3 15,31 % 16,54 % 14,38 %
4 15,68 % 16,84 % 14,66 %
Messwert 15,11 % 16,21 % 14,18 %

Tabelle 3.34: Mittelwert der aus den einphasigen Modellierungen bestimmten relativen Kurzschluss-
Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen des Kurzschlussversuches 1 beim 63-MVA-Doppelstock-
Transformator. ’

Fiir die Kurzschluss-Versuche 2 und 3 sind die gemittelten relativen Kurzschluss-Spannun-
gen in der Tabelle 3.35 dargestellt. Mit Abweichungen zwischen 3,8 % und 6,2 % von den
Messwerten flic die verschiedenen Stufenschalterstellungen bei dem berechneten Modell 4
sind die Ergebnisse jedoch immer noch brauchbar, vor allem wenn man bedenkt, dass hier
nur ein Stockwerk betrieben worden ist. Eine solche Konfiguration ist mit der Methode von
Rogowski nach [1] nicht in dieser Genauigkeit zu berechnen.

Abschliefiend wird auf die Ergebnisse des Kurzschlussversuchs 4 in Tabelle 3.36 eingegangen.
Mit ca. 30 % Abweichung von den Messwerten muss man festhalten, dass dieser Kurz-
schlussversuch von zwei auf einem Schenkel {ibereinander angeordneten Spulen mit der
zweidimensionalen Randelementmethode nur sehr unzureichend berechenbar ist. Als Ur-
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Modell-Nr. | uy bei Stufenschalter | u, bei maximaler | uy bei minimaler
in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzung
1 13,72 % 14,36 % 13,13 %
2 13,49 % 14,17 % 12,86 %
3 14,38 % 14,98 % 13,03 %
4 14,56 % 15,26 % 13,91 %
Messwert 13,80 % 14,37 % 13,39 %

Tabelle 3.35: Mittelwert der aus den einphasigen Modellierungen bestimmten relativen Kurzschluss-
Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen der Kurzschlussversuche 2 und 3 beim 63-MVA-Doppelstock-
Transformator.

sache kommt vor allem ~ wie oben ausgefiithrt — die ausgeprigte Dreidimensionalitit der in
Fenstermitte quer verlaufenden Streufelder in Frage (Fensterquerfliisse). Thnen fehlt die bei
ineinander angeordneten Spulen, die in Jochndhe enden, vorhandene Fokussierung der Felder
auf die Kernebene, die in dem verwendeten zweidimensionalen Modell zugleich die Modell-
ebene darstellt. Jedoch zeigt sich, dass die Feldberechnung immerhin noch einen Richtwert
liefern kann.

Modell-Nr. Uy
1 29,73 %
2 30,38 %
3 32,00 %
4 32,51 %
Messwert | 25,06 %

Tabelle 3.36: Mittelwert der aus den einphasigen Modellierungen bestimmten relativen Kurzschluss-
Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen des Kurzschlussversuches 4 beim 63-MVA-Doppelstock-
Transformator.

Als Ergebnis der einphasigen Streuinduktivitdtsberechnung am Beispiel des 63-MVA-Dop-
pelstock-Transformators bleibt festzuhalten, dass der Kurzschlussversuch 1 und mit kleinen
Abstrichen auch die Kurzschlussversuche 2 und 3 mit brauchbarer Genauigkeit berechenbar
sind. Damit konnen die wesentlichen Betriebsparameter des Doppelstock-Transformators
bestimmt werden.

Fiir den praktischen Binsatz ist der Kurzschlussversuch 4, bei dem es sich um eine 1:1-Uber-
setzung zwischen die Unterspannungswicklungen handelt, weniger wichtig. Insofern fillt die
dort fehlende Genauigkeit der Ergebnisse geringer ins Gewicht. Interessant sind in diesem
Zusammenhang die Ergebnisse der im néchsten Abschnitt diskutierten dreiphasigen Berech-
nungen.

3.5.3 Dreiphasig ermittelte Streuinduktivititen

Bei den hier diskutierten dreiphasig ermittelten Streuinduktivititen kann - wie bei allen
bisher untersuchten Transformatoren auch - nicht das eigentliche Ergebnis, sondern nur der
Vergleich mit einphasigen Berechnungen auf gleicher Modellierungsstufe im Vordergrund
stehen. Besonders bei den zahlreichen Windungen des Doppelstock-Transformators sind die
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berechenbaren Modelle viel zu grob, als dass deren Ergebnisse als Referenzwerte herangezo-
gen werden kinnten. Liegt stattdessen eine gute Ubereinstimmung zwischen einphasigen und
dreiphasigen Berechnungen vor, bietet es sich wiederum an, auch die genaueren einphasigen
Nachbildungen auf die dreiphasigen zu extrapolieren.

Fiir den 63-MVA-Doppelstock-Transformator ist es bisher nur moglich gewesen, das einfach-

ste Modell 1 zu berechnen. Die hierfiir benétigten Rechnerressourcen sind in der Tabelle 3.37
dargestellt. :

Modell-Nr. | Randelemente | Rechner | CPU-Zeit | Speicher
1 34776 HP-V2250 | 2375 min | 19913 MB

Tabelle 3.37: Laufzeiten und Speicherbedarf des dreiphasigen Modells des 63-MVA-Doppelstock-Transfor-
mators zur Bestimmung der relativen Kurzschluss-Spannung.

Fiir den Kurzschlussversuch 1 erhilt man mit der Randelementmethode die relativen Kurz-
schluss-Spannungen nach Tabelle 3.38. Sie weichen je nach Stufenschalterstellung um bis
zu 1,8 % von den Messwerten ab. Erneut darf die Tatsache, dass dieses grobe Modell
die Messwerte recht gut nachbildet nicht {iberbewertet werden, weil die Anzahl der Leiter
willkiirlich gewshit worden ist. Fiir einen sinnvollen Vergleich mit den Messwerten kommen
daher vornehmlich die genaueren Modelle 4 und 5 in Frage.

Modell- uy bei Stufenschalter u, bel maximaler 1y beil minimaler
Nr. in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzung
Mitte Links Rechts | Mitte Links Rechts | Mitte Links Rechts
1 14,86 %14,32 %14,82 % | 15,07 %15,94 %15,94 % | 14,47 % 14,42 %14,42 %
Mittelwert: 14,84 % | Mittelwert: 1595 % | Mittelwert: 14,44 %
Messwert 15,11 % 16,21 % 14,18 %

Tabelle 3.38: Nummerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen
beim Kurzschlussversuch 1 des 63-MVA-Doppelstock-Transformators bei dreiphasiger Modellierung.

Von Bedeutung sind vor allem die Differenzen zwischen den einphasigen und dreiphasigen
Berechnungen des Kurzschlussversuchs 1 mit dem Modell 1 des Doppelstock-Transformators.
Bemerkenswert ist wieder die gute Ubereinstimmung fiir den Stufenschalter in Mittenstel-
lung sowie fiir die maximale Ubersetzung. Nur bei der minimalen Ubersetzung differieren
die ein- und dreiphasigen Rechnungen verhiltnismiBig stark, vgl. dazu Tabelle 3.39.

Modell-Nr. | Abweichung bei Stufen- | Abweichung bei maxi- | Abweichung bei mini-
schalter in Mittenstellung | maler Ubersetzung maler Ubersetzung
1 -0,20 % 0,06 % 343 %

Tabelle 3.39: Relative Abweichung der dreiphasig ermittelten relativen Kurzschluss-Spannungen von den
einphasig ermittelten beim Kurzschlussversuch 1 des 63-MVA-Doppelstock-Transformators.

Auch bei den Kurzschlussversuchen 2 und 3 erweist sich das Modell 1 als recht genau. Wie
die Tabellen 3.40 und 3.41 zeigen, betriigt die maximale Abweichung von den Messwerten
nur etwa 2 %. Ebenfalls bemerkenswert ist die geringe Differenz zu den Ergebnissen der
einphasigen Rechnungen.
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Modell- uy bel Stufenschalter uy bei maximaler uy bei minimaler
Nr. in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzung
Mitte Links Rechts | Mitte Links Rechts | Mitte Links Rechts
1 13,74 %13,70 %13,70 % | 14,40 %14,35 %14,35 % | 13,12 %13,10 %13,10 %
Mittelwert: 13,71 % | Mittelwert: 14,37 % | Mittelwert: 13,11 %
Messwert 13,80 % 14,37 % 13,39 %

Tabelle 3.40: Nummerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen bei
den Kurzschlussversuchen 2 und 3 des 63-MVA-Doppelstock-Transformators bei dreiphasiger Modellierung.

Modell-Nr. | Abweichung bei Stufen- | Abweichung bei maxi- | Abweichung bei mini-
schalter in Mittenstellung | maler Ubersetzung maler Ubersetzung
1 -0,07 % 0,07 % 0,15 %

Tabelle 3.41: Relative Abweichung der dreiphasig ermittelten relativen Kurzschluss-Spannungen von den
einphasig ermittelten bei den Kurzschlussversuchen 2 und 3 des 63-MVA-Doppelstock-Transformators.

SchlieBlich ist noch der Kurzschlussversuch 4 zu betrachten. Mit rund 20 % Abweichung
vom Messwert geméifl Tabelle 3.42 kann auch hier festgestellt werden, dass die Probleme,
das Streufeld zu erfassen, die dreiphasigen Modelle in gleicher Weise betreffen wie die ein-
phasigen.

Modell-Nr. Uy
Mitte Links Rechts  Mittelwert
1 30,95 % 30,00% 30,00% 30,32 %
Messwert 25,06 %

Tabelle 3.42: Nummerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen
beim Kurzschlussversuch 4 des 63-MVA-Doppelstock-Transformators bei dreiphasiger Modellierung.

In der Tabelle 3.43 sind die Abweichungen zwischen einphasigen und dreiphasigen Rechnun-
gen des Kurzschlussversuchs 4 angegeben. Mit knapp 2 % sind diese zwar verhiltnismiBig
grofl, der wesentliche Sachverhalt bei diesem Kurzschlussversuch bleibt davon jedoch un-
beriihrt.

Modell-Nr. | Abweichung
1 1,98 %

Tabelle 3.43: Relative Abweichung der dreiphasig ermittelten relativen Kurzschluss-Spannung von den ein-
phasig ermittelten beim Kurzschlussversuch 4 des 63-MVA-Doppelstock-Transformators.

Auch beim 63-MVA-Doppelstock-Transformator haben die berechenbaren dreiphasigen Mo-
delle bis auf geringe Abweichungen die Ergebnisse der gemittelten einphasigen Rechnungen
reproduziert. Bei den Kurzschlussversuchen, bei denen vermehrt dreidimensionale Querfel-
der eine Rolle spielen, liefern beide Arten der Streuinduktivititsberechnung vergleichba-
re Abweichungen. Daher konnen die einphasigen Rechnungen offensichtlich auch fiir spe-
zielle Geometrien wie z.B. den hier untersuchten Doppelstock-Transformator als Ersatz
fiir dreiphasige Berechnungen dienen. AbschlieBend werden noch die fiir den Doppelstock-
Transformator bestimmten Kurzschlussverluste mit ihren Messwerten verglichen.
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3.5.4 Ermittlung der Kurzschiussverluste

Bei der Berechnung der Kurzschluss-Reaktanzen ergeben sich auch beim Doppelstock-Trans-
formator die Kurzschlussverluste. In der Tabelle 3.44 sind die berechneten Kurzschlussver-
luste beim Kurzschlussversuch 1 dargestellt. Wie auch schon bei allen anderen berechneten
Transformatoren liegen die Verluste bei den groben Modellen um ein Vielfaches zu hoch.
Mit steigender Detailgenaunigkeit und damit einhergehenden kleineren Leitern nehmen die
Wirbelstromverluste ab, und die Kurzschlussverluste erreichen eine realistische Groflenord-
nung. Beim 63-MVA-Doppelstock-Transformator iiberschreiten die Kurzschlussverluste Py
jedoch auch bei der feinsten Modellierung den Messwert um 22,5 %. Neben den bisher schon
diskutierten Fehlerquellen ist bei diesem Transformator zusitzlich zu beachten, dass selbst
im Modell 5 nur 16 Teilleiter der Unterspannungswicklungen nachgebildet worden sind. Die
einzelnen Teilleiter sind dadurch um 25 % zu breit dargestellt und die Zusatzverluste damit
ausgeprigter. Eine genauere Modellierung sollte sich deri Messwerten noch weiter ‘annihern
kénnen.

Modell-Nr. Uy Py
1 1,66 % | 1045,8 kW
2 1,22 % | 768,6 kW
3 0,57 % | 359,1 kW
4 0,42 % | 264,6 kW
5 0,38 % | 239,2 kW
Messwert | 0,31 % | 195,2 kW

Tabelle 3.44: Mit der Randelementmethode bestimmte Kurzschlussverluste P fiir den Kurzschlussversuch
1 des Doppelstock-Transformators.

Zusammen mit den Gleichstromverlusten kdnnen anschliefiend die Zusatzverluste bestimmt
werden. Einem Messwert von Py = 52, 3 kW stehen berechnete 107,5 kW gegeniiber. Zusitz-
lich zum Fehler bei den Kurzschluss-Verlusten Py ergeben sich hier auch noch erhebliche Dif-
ferenzen bei den Gleichstromverlusten. Etwa 8 % liegen die aus der Geometrie bestimmen
Gleichstromverluste mit Pg = 131, 7 kW unterhalb der Messwerte von 142,9 kW. Als Fehler-
quelle kommen dafiir einerseits nicht im Modell beriicksichtigte Verluste in den Zuleitungen
sowie andererseits Messfehler in Frage.

Auch bei den Kurzschlussversuchen 2 und 3 sind die berechneten Verluste nur unwesentlich
genauer, Wie die Tabelle 3.45 zeigt, ist u, — und damit auch die Kurzschlussverluste B —
um gut 12 % zu groB berechnet worden. Als Gleichstromverluste konnen in diesem Fall,
bedingt durch den Betrieb nur eines Stockwerks, die Halfte der fiir den Kurzschlussversuch
1 bestimmten Werte verwendet werden. Damit ergeben sich Messwerte von Pz = 33,5 kW
fiir die Zusatzverluste. Berechnet worden ist ein Wert von 53,8 kW. Aus den oben genannten
Griinden ist die Abweichung wiederum betrichtlich.

Mit der Verlustberechnung ist die Untersuchung des 63-MVA-Doppelstock-Transformators
abgeschlossen. Im Weiteren wird eine Bauart betrachtet, die aufgrund ihrer geringen Win-
dungszahl sogar vollstdndige dreiphasige Modellierungen mit mehr als einem Randelement
pro Seite zuldsst. Auflerdem wird erstmals ein in seinen Abmessungen deutlich kleinerer
Transformator nachgebildet.
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Modeli-Nr. U P
1 1,56 % | 491,4 kW
2 1,19 % | 3749 kW
3 0,56 % | 176,4 kW
4 0,42 % | 132,3 kW
5 0,38 % | 119,7 kW
Messwert | 0,34 % | 106,8 kW

Tabelle 3.45: Mit der Randelementmethode bestimmte Kurzschlussverluste Py fiir die Kurzschlussversuche
2 und 3 des Doppelstock-Transformators.

3.6 Ergebnisse der Berechnungen am Beispiel eines realen
50-kVA-Folientransformators

Abweichend von den bisher untersuchten Transformatoren wird nun ein Folientransformator
betrachtet. Er ist sowohl beziiglich seiner Abmessungen als auch seiner Bemessungsleistung
von 50 kVA im Vergleich deutlich kleiner. Als 400-V-/400-V-Trenntransformator betragen
die Bemessungsstréme primir- wie sekundirseitig 72,2 A. Wie bei solchen Einheiten iiblich
sind die Wicklungen in der Schaltgruppe YNyn0 ausgefiihrt.

Im Gegensatz zur herkdmmlichen Bauweise verfiigt ein Folientransformator iiber extrem
diinne Windungen, die anndhernd so hoch wie die Schenkel sind. Diese Windungen werden
einschlieflich Isolation aufeinander gewickelt. Bei dem vorliegenden Modell bestehen beide
Wicklungen angesichts der niedrigen Spannung nur aus jeweils 54 Windungen. Aus diesem
Grund ist es nicht nétig, verschiedene Modellierungsstufen einzufiithren. Stattdessen ist die
vollstdndige Nachbildung mit verschiedenen Randelementzahlen berechnet worden. In der
Abbildung 3.16 ist der Folientransformator skizziert. Im Vergleich zur Unterspannungswick-
lung sind die Folien der Oberspannungswicklung dicker bei deutlich geringerer Hohe. Sie
sind in vier Spulen untereinander angeordnet. Auch fiir diesen Transformator werden in den
folgenden Abschnitten die bei einer Frequenz von 50 Hz berechneten Streuinduktivitdten
sowie die Kurzschlussverluste diskutiert.

Bild 3.16: Prinzipieller Aufbau des 50-kVA-Folientransformators.

78
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3.6.1 FEinphasig ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen

Obwohl nicht notwendig, wird auch bei diesem Transformator die Ubereinstimmung von
einphasigen und drejphasigen Nachbildungen iiberpriift. In der Tabelle 3.46 sind die durch-
gefiibrten einphasigen Rechnungen angegeben.

Randelemente | Rechner | CPU-Zeit | Speicher
10000 HP-V2250 23 min 405 MB
20000 HP-V2250 | 121 min | 1604 MB
40000 HP-V2250 | 797 min | 6382 MB
60000 HP-V2250 | 2487 min | 15102 MB
80000 HP-N4000 | 3071 min | 25051 MB

Tabelle 3.46: Laufzeiten und Speicherbedarf der einphasigen Modelle des 50-kVA-Folientransformators bei
Nachbildung der mittleren Phase.

Bemerkenswert ist bei diesem Folientransformator die Tatsache, dass die energiegewichtete
Lénge log nur um 0,4 % vom Mittelwert der geometrischen Windungsléingen differiert. Die-
ser Effekt liegt im Wesentlichen an den identischen Strémen in beiden Wicklungen; denn
dadurch stimmen die magnetischen Energien aller Windungen fast iiberein.

Zusttzlich zu den in Abschnitt 3.3.3 durchgefiihrten Betrachtungen bietet die Tabelle 3.47
einen weiteren Einblick, wie die mit der Randelementmethode bestimmten Streuindukti-
vitdten bzw. relativen Kurzschluss-Spannung konvergieren. Zu beachten ist dabei, dass die
kleinste Rechnung mit zehn Randelementen pro Seite auf den Windungen und 100 Rand-
elementen je Seite des Eisenkerns durchgefiihrt worden ist. Damit hat sich die relative
Kurzschluss-Spannung dem Endergebnis schon weitgehend angenihert.

Randelemente Uy
10000 3,53 %
20000 3,57 %
40000 3,59 %
60000 3,60 %
80000 3,61 %

Typenschild | 3,8 %

Tabelle 3.47: Relative Kurzschluss-Spannungen des 50-kVA-Folientransformators bei Nachbildung der mitt-
leren Phase.

Anschlieflend ist wiederum eine Phase auf einem dufieren Schenkel untersucht worden. Die
durchgefiihrten Rechnungen sind der Tabelle 3.48 zu entnehmen. Anhand der Ergebnis-
se in Tabelle 3.49 ist ersichtlich, dass auch bei dem hier untersuchten Folientransforma-
tor die Kurzschluss-Spannungen der allein modellierten duleren Phase im Durchschnitt
um etwa 1 % niedriger liegen als bei der mittleren Phase. Eine Mittelung der relativen
Kurzschluss-Spannung iiber alle drei Phasen liefert als Ergebnis der einphasigen Rechrun-
gen u; = 3,58 %.

Bei dieser Bauart kann die berechnete relative Kurzschluss-Spannung nur mit den Angaben
vom Typenschild verglichen werden, weil keine Messwerte vorlagen. Aus den genauesten
Nachbildungen ergibt sich eine gemittelte relative Kurzschluss-Spannung von u = 3,58 %,
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Randelemente | Rechner | CPU-Zeit | Speicher
10000 HP-V2250 69 min | 1279 MB
20000 HP-V2250 462 min | 5538 MB
40000 HP-V2250 | 1984 min | 21189 MB
60000 HP-N4000 | 4298 min | 37942 MB

Tabelle 3.48: Laufzeiten und Speicherbedarf der einphasigen Modelle des 50-kVA-Folientransformators bei
Nachbildung der &ufleren Phase.

Randelemente Uy
10000 3,48 %
20000 3,52 %
40000 3,57 %
60000 3,57 %

Typenschild | 3,8 %

Tabelle 3.49: Relative Kurzschluss-Spannungen des 50-kVA-Folientransformators bei Nachbildung einer
sufleren Phase.

wihrend das Typenschild diesen Wert mit ux = 3,8 % angibt. Der berechnete Wert ist
damit um 6,1 % zu klein. Uber die Genauigkeit der Typenschild-Angabe kann keine Aussage
gemacht werden. Fiir sie gilt gemi DIN VDE 0532 Teil 101 [16] eine mdgliche Toleranz von
10 %.

Eine Ursache fiir ein ungenaues nummerisches Ergebnis konnte durch die spezielle Konstruk-
tion dieses Folientransformators bedingt sein. Im Gegensatz zu Transformatoren herkémm-
licher Bauart muss die Stromeinspeisung iiber die gesamte Hohe der Windungen erfolgen.
Die dafiir verwendeten Ausleitungsschienen werden im Modell nicht erfasst, verursachen
aber aufgrund ihrer axialen Ausdehnung zusitzliche Verluste. Weiterhin benétigen sie tiber
die ganze Wicklungshohe Platz, so dass die Wicklung keinen exakt kreisférmigen Quer-
schnitt aufweist. Gerade bei den relativ kleinen Abmessungen dieses Transformators fallen
méglicherweise solche Abweichungen von der Rotationssymmetrie stirker ins Gewicht. Eine
Abwicklung im beschriebenen Sinn ist dann nur noch bei groferen Modellen zuldssig, bei
denen die nicht erfasste zusitzliche Kriimmung geringer ausfillt.

Bei den im folgenden Abschnitt diskutierten relativen Kurzschluss-Spannungen, die aus
dreiphasigen Modellen berechnet worden sind, ergeben sich &hnliche Ergebnisse.

3.6.2 Dreiphasig ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen

In der dreiphasigen Nachbildung des 50-kVA-Folientransformators kann erstmals jede Win-
dung berticksichtigt werden. Wie die Tabelle 3.50 zeigt, kénnen bei diesem Folientransforma-
tor Modelle mit mehreren Randelementen pro Seite auch auf kleineren Rechnern bearbeitet
werden.

In der Tabelle 3.51 sind die Ergebnisse der dreiphasigen Berechnungen angegeben. Deutlich
zu erkennen ist, dass die Konvergenz der berechneten relativen Kurzschluss-Spannungen
noch nicht erreicht ist. Die Ursache dafiir ist in den geringeren Randelementzahlen pro
Seite gegeniiber den einphasigen Rechnungen zu suchen. Allerdings ergibt sich dennoch
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Tabelle 3.50: Laufzeiten und Speicherbedarf der dreiphasigen Modelle des 50-kVA-Folientransformators.

Randelemente | Rechner | CPU-Zeit | Speicher
27600 HP-V2250 825 min | 10245 MB
55200 HP-N4000 | 5328 min | 41763 MB
110400 HP-N4000 | 11827 min | 94903 MB

Randelemente ux
Mitte Links Rechts Mittelwert
27600 353% 351% 351% 352%
55200 358% 356% 356% 3,56%
110400 359% 357% 357T% 3,58%
Typenschild 38 %

Tabelle 3.51: Relative Kurzschluss-Spannungen des 50-kVA-Folientransformators bei dreiphasiger Berech-
nung.

mit ux = 3,58 % ein mit dem Mittelwert der einphasigen Rechnungen iibereinstimmendes
Endergebnis. Es ist jedoch zu erwarten, dass mit noch genaueren Rechnungen dieser Wert
leicht ansteigt, und somit die Differenz zur Typenschild-Angabe von uy = 3,8 % etwas
geringer wird.

3.6.3 Berechnete Kurzschlussverluste

Im Gegensatz zu den anderen in dieser Arbeit untersuchten Transformatoren liegen bei dem
50-kVA-Folientransformator keine Messungen der Kurzschlussverluste vor. Lediglich fiir die
Temperaturen von 75° C und 120° C sind vom Hersteller berechnete Werte bekannt. Mit
linearer Extrapolation lassen sich damit die Kurzschlussverluste fiir die Referenztemperatur
~von 20° C zu By = 0,74 kW abschitzen. Im Vergleich dazu liefern die durchgefiihrten
Rechnungen mit u, = 1,36 % Kurzschlussverluste von P, = 0,68 kW. Dieses sind 8,2 %
weniger als der geschitzte Sollwert. Da iiber dessen Genauigkeit keine Aussage getroffen
werden kann, sollen die Verluste hier nicht weiter diskutiert werden. Abschheﬁend wird
noch ein weiterer Folientransformator untersucht.

3.7 Ergebnisse der Berechnungen am Beispiel eines realen
1600-kVA-Folientransformators

Als letztes Beispiel fiir die Berechnung der Streuinduktivititen wird ein 1600-kVA-Folien-
transformator untersucht. Dieser Transformator weist eine oberspannungsseitige Bemes-
sungsspannung von 6600 V sowie 433 V auf der Unterspannungsseite auf, die als Breit-
bandwicklung ausgefiihrt ist. Im Gegensatz dazu besteht die Oberspannungswicklung aus
rechteckigen Kupferleitern. Eine schematische Darstellung des 1600-kVA-Folientransforma-
tors gibt die Abbildung 3.17.

Wie auch schon beim zuvor betrachteten 50-kVA-Folientransformator sind in diesem Fall
verhiltnismiBig wenige Windungen nachzubilden. Mit knapp 450 priméren und 16 se-
kundéren Windungen ist es wiederum mdglich, den Transformator vollstdndig, d.h. dreipha-
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R R

Bild 3.17: Prinzipieller Aufbau des 1600-kVA-Folientransformators.

sig, zu erfassen. Aus diesem Grund werden im Folgenden die Ergebnisse fiir Berechnungen
mit erh6hten Randelementzahlen dargestellt.

3.7.1 Einphasig ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen

Bei der nummerischen Berechnung der Streuinduktivititen einer einzelnen Phase auf dem
mittleren Schenkel sind die in der Tabelle 3.52 angegeben Rechnerressourcen benétigt wor-
den. Als Ergebnisse haben sich dabei die relativen Kurzschluss-Spannungen ergeben, die in
Tabelle 3.53 dargestellt sind. Schon bei relativ geringen Randelementzahlen dndert sich die
berechnete relative Kurzschluss-Spannung nicht mehr wesentlich, und mit uy = 6,07 % liegt
der nummerisch ermittelte Wert 2 % unterhalb der Messwerte des Herstellers.

Randelemente | Rechner | CPU-Zeit | Speicher
3848 HP-V2250 2 min 77 MB
19240 HP-V2250 91 min [ 1525 MB
38480 HP-V2250 | 613 min | 6025 MB
76960 HP-N4000 | 2808 min | 23729 MB

115440 HP-N4000 | 9406 min | 54676 MB

Tabelle 3.52: Laufzeiten und Speicherbedarf der einphasigen Modelle des 1600-kVA-Folientransformators
bei Nachbildung der mittleren Phase.

Neben der Berechnung einer einzelnen Phase auf dem mittleren Schenkel des Dreischenkel-
kerns ist ebenfalls eine Phase auf einem #uBeren Schenkel untersucht worden. Dabei sind
die in der Tabelle 3.54 angegebenen Rechnungen durchgefiihrt worden. Wie auch schon bei
allen anderen in dieser Arbeit untersuchten Transformatoren fallen die dafiir ermittelten
relativen Kurzschluss-Spannungen gemif Tabelle 3.55 um rund 2 % geringer aus als bei der
mittleren Phase.

Eine Mittelung aus den einphasigen Rechnungen liefert als Endergebnis eine relative Kurz-
schluss-Spannung von uy = 5,98 %, die knapp 3,5 % kleiner als der Messwert ux = 6,17 %
ist. Anschlieflend soll dieser Wert anhand von dreiphasigen Nachbildungen iiberpriift werden.
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Tabelle 3.53: Relative Kurzschluss-Spannungen des 1600-kVA-Folientransformators bei Nachbildung der

mittleren Phase.

Randelemente Uy
3848 6,05 %
19240 6,06 %
38480 6,06 %
76960 6,06 %
115440 6,07 %

Messwert 8,17 %

Randelemente | Rechner | CPU-Zeit | Speicher
3848 HP-V2250 9 min 240 MB
19240 HP-V2250 | 320 min | 4618 MB
38480 HP-N4000 | 1365 min | 18145 MB
76960 HP-N4000 | 7229 min | 58859 MB

Tabelle 3.54: Laufzeiten und Speicherbedarf der einphasigen Modelle des 1600-kVA-Folientransformators
bei Nachbildung der dufleren Phase.

3.7.2 Dreiphasig ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen

Mit nicht einmal 500 Windungen bietet auch der 1600-kVA-Folientransformator die Méglich-
keit, in dreiphasigen Modellen alle Windungen zu berticksichtigen. Mit den verfiigbaren
Rechnern konnten, wie die Tabelle 3.56 zeigt, mehrere Randelemente pro Leiterseite ver-
wendet werden. Die bendtigte Rechenzeit sowie den Speicherplatz kann man dieser Tabelle
entnehmen.

Wie in der Tabelle 3.57 angegeben ist, liegen die dreiphasig ermittelten relativen Kurz-
schluss-Spannungen rund 3,7 % unterhalb der Messwerte. Damit erreichen die dreiphasigen
Modelle eine Genauigkeit, die mit der von einphasigen Rechnungen vergleichbar ist. Auch
bei dem 1600-kVA-Folientransformator weichen einphasige und dreiphasige Rechnungen bei
gleicher Randelementezahl pro Leiterseite kaum von einander ab. Dem Ergebnis von uy =
5,99 % der genausten dreiphasigen Rechnung steht das gewichtete Mittel von u, = 5,98 %
der entsprechenden einphasigen Rechnungen gegeniiber. Die relative Abweichung betrégt
dabei weniger als 0,2 %.

Tabelle 3.55: Relative Kurzschluss-Spannungen des 1600-kVA-Folientransformators bei Nachbildung einer

sufleren Phase.

Randelemente Uy
3848 571 %
19240 5,93 %
38480 5,94 %
76960 5,94 %
Messwert 6,17 %
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Randelemente | Rechner | CPU-Zeit | Speicher
11304 HP-V2250 121 min | 2270 MB
56520 HP-N4000 | 4441 min | 44157 MB
113040 HP-N4000 | 12186 min | 98541 MB

Tabelle 3.56: Laufzeiten und Speicherbedarf der dreiphasigen Modelle des 1600-kVA-Folientransformators.

Randelemente Uy
Mitte Links Rechts Mittelwert
11304 585 % 572% 572% 5,76 %
56520 6,07% 595 % 595 % 5,99 %
113040 6,07% 59 % 59 % 5,99 %
Messwert 6,17 %

Tabelle 3.57: Relative Kurzschluss-Spannungen des 1600-kVA-Folientransformators bei dreiphasiger Berech-
nung.

3.7.3 Berechnete Kurzschlussverluste

Ausgehend von einem u, = 0,80 % ergeben sich aus der Bemessungsleistung von 1600 kVA
die Kurzschlussverluste zu P = 12,8 kW. Dieser Wert liegt erheblich unter den gemessenen
Verlusten von 15,7 kW. Dafiir kénnen die oben schon erwéihnten Verluste in den axialen Zu-
leitungsschienen, die das Modell nicht erfasst, ausschlaggebend sein. Wie bei allen anderen
in dieser Arbeit untersuchten Transformatoren kann die Verlustberechnung auch hier nur
orientierende Aussagen liefern. Im folgenden Abschnitt werden die wichtigsten Ergebnisse
der Streuinduktivitdtsberechnung aus der Untersuchung von fiinf verschiedenen Transfor-
matoren noch einmal zusammengefasst.

3.8 Ergebnisse der Streuinduktivititsberechnung im Uberblick

In diesem Kapitel ist anhand von zum Teil sehr unterschiedlichen Transformatoren gezeigt
worden, mijt welcher Genauigkeit es die Randelementmethode erméglicht, mit einem zwei-
dimensionalen Modell die Streuinduktivitiit von Transformatoren ohne Verwendung von
Erfahrungsfaktoren zu bestimmen. Als wesentliche Ergebnisse sollen festgehalten werden:

1. Mit der Randelementmethode ist es méglich, die Streninduktivititen von Leistungs-
transformatoren zu bestimmen. Abweichungen von unter 5 % sind dabei die Regel.
Fiir detaillierte Modelle ist ~ nach heutigem Stand — Héchstrechenleistung erforder-
lich, grobere Modelle mit deutlich abgesenkten Rechnerressourcen sind jedoch nur
wenig ungenauer.

2. Auch fiir Sonderkonstruktionen ist das Verfahren anwendbar. Nur wenn die Felder zu
ausgeprigt dreidimensional werden, z.B. weil Spulen in der Fenstermitte enden und
dadurch ein Querfeld erzeugen, kénnen nur noch Richtwerte bestimmt werden.

3. Um Rechnerressourcen zu sparen, kénnen einphasige Rechnungen verwendet werden.
Mittelt man die Ergebnisse einzelner einphasiger Berechnungen von Wicklungen auf
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dem mittleren und 4ufleren Schenkel, so sind einerseits die insgesamt benétigten Rech-
nerressourcen immer noch deutlich kleiner als bei dreiphasigen Rechnungen, anderer-
seits werden deren Ergebnisse sehr genau reproduziert.

4. Nullinduktivitdten und Kurzschlussverluste kénnen derzeit nur als Richtwerte be-
stimmt werden. Im Vergleich zu den Streuinduktivitéiten liegen die Abweichungen
von Vergleichswerten deutlich hdher.

Als weitere Anwendung der Streuinduktivititsberechnung wird im nichsten Kapitel die

Kraftberechnung diskutiert. Die Randelementmethode ermdglicht einen einfachen Weg, die
Kréafte auf ganze Wicklungen oder Teile davon zu berechnen.
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4 Kraftberechnung mit der Randelementmethode

Mit der Randelementmethode kann man die Felder und die lokalen Stromverteilungen in den
Leitern bestimmen, Es ist deshalb ebenfalls méglich, die auf die Leiter wirkenden Lorentz-
Kréfte durch eine Integration zu berechnen. Als Alternative bietet sich an, iiber die bisher
bestimmten Induktivititen Kréfte auf die Leiter zu berechnen. Dazu ermittelt man aus
den als eingeprégt anzusehenden Strémen die magnetische Energie, die mit den Windungen
verkniipft ist. Durch die Differentiation der Energie nach einer kleinen Verschiebung ergibt
sich die Kraft auf die verschobenen Leiter. Beide Methoden weisen verschiedene Vor- und
Nachteile auf, die in diesem Kapitel diskutiert werden.

4.1 Kraftberechnung mit dem Lorentz-Integral

Zunichst soll die klassische Berechnung der Kraft erldutert werden, wenn die ma=gnetischen
Felder und die lokale Stromverteilung bekannt sind. Man benutzt die bekannte Lorentz-
Formel

ﬁ:z-(éfxé), (4.1)

um die mechanische Wirkung des magnetischen Feldes auf einen geradlinigen Linienleiter
der Lidnge [ und der Richtung € zu beschreiben, in dem ein Strom I flieit. Bei ausgedehnten
Leitern mit einer Querschnittsfliche V' geht diese Gleichung in das Integral

-

F=1. /V (5 (z,y) x E(z,y)) dz dy (4.2)

iiber. Dabei muss die tatsichliche Stromdichte § {z,y) bekannt sein, die auch Wirbelstrdme
enthélt. Im Gegensatz dazu braucht das Eigenfeld eines geradlinigen Leiters, fiir den die
Kraftwirkung bestimmt wird, bei der Berechnung von 5 (z, y) nach (18] nicht berticksichtigt
zu werden. Um das Integral (4.2) nummerisch méglichst genau auswerten zu kénnen, ist die
Kenntnis der lokalen Stromdichte § (z,y) und des Magnetfeldes B (z, y) von allen anderen
Leitern an jeder beliebigen Stelle innerhalb der Querschnittsfiiche V' des Leiters nétig.

Einen deutlichen Vorteil weist dabei die Randelementmethode gegeniiber anderen Feld-
berechnungsverfahren auf. Bei der nummerischen Auswertung der Gleichung (4.2) kann —
unabhéngig von der Randelementeverteilung und damit der Diskretisierung - ein beliebig
feines Raster gewihlt werden. Bei den anderen Verfahren ist das Feld immer nur an aus-
gewihiten Punkten bekannt. Dazwischen muss interpoliert werden. Natiirlich bedeutet die
erhohte Genauigkeit auch die Inkaufnahme von hohen Rechengzeiten, denn die Felder und
Stréme an jedem Integrationspunkt miissen erst berechnet werden. Hinzukommt, dass bei
einer ausgeprégten Stromverdringung zu den Leiterrindern hin dort sehr feinmaschig inte-
griert werden muss.

Neben diesen Problemen gibt es speziell bei der Kraftberechnung mit der Randelementme-
thode noch drei weitere Gesichtspunkte, die die Anwendung der Lorentz-Integration (4.2)
unattraktiv machen. Zum einen wird - wie oben beschrieben — das Magnetfeld ohne den An-
teil des Leiters bendtigt, auf den man die Kraftwirkung bestimmen will. Andererseits muss
fiir die lokale Stromverteilung in diesem Leiter das Eigenfeld beriicksichtigt werden. Die
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4.1 Kraftberechnung mit dem Lorentz-Integral

Kraftberechnung fiir einen Leiter bendtigt somit zwel Feldberechnungen. Fiir jeden zusitz-
lichen Leiter, auf den die Kraft bestimmt werden soll, kommt eine weitere hinzu. Diese
verschiedenen Feldprobleme konnen jedoch nicht — wie bei der Streuinduktivititsberech-
nung ~ gleichzeitig gelst werden. Damit sich keine Wirbelstréme in dem Leiter ausbilden,
auf den die Kraft bestimmt werden soll, die wiederum das Gesamtfeld beeinflussen, muss die-
ser Leiter komplett aus der Feldberechnung entfernt werden. Somit ist die Bestimmung der
Krifte fiir eine grofle Anzahl an Leitern bei umfangreichen Modellen durch die zahlreichen
Rechnungen praktisch nicht einsetzbar.

Ein zweites Problem besteht in der Verletzung der Bedingung (2.34). Sie fordert das Ver-
schwinden der Summe der eingeprigten Strome. Nimmt man einen Leiter aus der Rechnung
heraus,. fiihrt das zwangsldufig dazu, dass sich die Stromsumme der iibrigen Leiter nicht
mehr zu Null erginzt, sofern der betroffene Leiter nicht stromlos gewesen ist. Zwar hat sich
in der Praxis gezeigt, dass der dadurch entstandene Fehler gering ist, allerdings kann keine
Aussage dariiber getroffen werden, ob dieses stets der Fall ist. )

Zudem ist bei der Berechnung der Krifte iiber das Lorentz-Integral (4.2) zu beachten, dass
das lineare Gleichungssystem der Randelementmethode zur Bestimmung der Felder und
Stréme vollstdandig gelost werden muss — im Unterschied zur Berechnung der Streuindukti-
vititen. Daher werden bei der Berechnung deutlich mehr Speicher und Rechenzeit benétigt.
Insgesamt zeigt sich, dass diese Art der Kraftberechnung iiber das Lorentz-Integral zwar
durchfithrbar ist, jedoch fiir umfangreiche Systeme wie Leistungstransformatoren der Um-
fang der Rechnungen zur Zeit iiber ein akzeptables Maf hinausgeht. Zur Veranschaulichung
dieser Zusammenhinge wird im Folgenden ein einfaches Beispiel vorgestellt. Ein Leiterpaar
mit einem grofien Mittenabstand im Verhiltnis zum Leiterquerschnitt dient als Vergleich zu
den theoretisch berechneten Werten bei punktformigen Leitern.

4.1.1 Beispiel fiir die Kraftberechnung iiber das Lorentz-Integral

In diesern Abschnitt soll die erzielbare Genauigkeit der Kraftberechnung iiber das Lorentz-
Integral (4.2) den dazu benétigen Rechenzeiten gegeniibergestellt werden. Des Weiteren soll
die Kraftwirkung mit derjenigen vergleichen werden, die zwischen zwei Linienleitern gleichen
Mittenabstandes auftritt. Als Referenz dient dazu das Leiterpaar aus Abbildung 4.1. Die
quadratischen Leiter weisen eine Kantenlinge a auf, die gegeniiber dem Mittenabstand d
der Leiter vernachlissigt werden kann. Dann ist die Approximation durch Linienleiter eine
hinreichende Niherung.

Fiir das Magnetfeld eines punktférmigen Leiters, in dem der Strom I fliefit, gilt im Abstand

+1 L

—

a .
Bild 4.1: Quadratisches Leiterpaar mit Kantenlinge a bzw. Linienleiter im Mittelpunkt der Quadrate. Der
Mittenabstand betrigt d > a.
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7 vom Leitermittelpunkt

I
B= #2071'7‘ ' ®3)

Nach {19] wirkt somit auf einen Linienleiter der Linge ! im Abstand d eine Kraft vom Betrag

o I?
=1. . 4.4
F=1 ol (4.4)

wenn wie im Beispiel die Leiter die Strome +J und —I fiihren. Bei einen angenommenen Ab-
stand von d = 1 m und eingepréigten Stromen von I = 100 A ergibt sich als Referenzldsung
eine Kraft von

Fl=Z=9 1 ’ (4.5)

entlang der Verbindungsachse. Da es bei Leitern mit punktférmigem Querschnitt keine Wir-
belstréme gibt, ist dieses Ergebnis unabhingig von der Frequenz des Stroms.

Bei der Berechnung der Kraft mit der Randelementmethode und der Lorentz-Integration
wird fiir das Lejterpaar ebenfalls ein Mittenabstand von d = 1 m gewihlt. Die Kantenlinge
soll @ = 1 cm betragen, so dass wegen d > a die Ergebnisse mit dem Linienleiter vergleichbar
sind. Bei einer Frequenz von 50 Hz ergeben sich fiir verschiedene Genauigkeiten berechnete
Krifte, die um weniger als 0,5 % vom Referenzwert abweichen. Mit nur einem geringen
Mehraufwand kénnen Abweichungen von unter 0,05 % erreicht werden. Man muss fiir diese
Genauigkeit mindestens 10000 Stiitzstellen pro Leiter bei der Integration in Gleichung (4.2)
verwenden. Die Anzahl der Randelemente ist dabei nicht relevant. Auf den verwendeten
Rechnern dauern Rechnungen dieser Art weniger als eine Minute und ben&tigen nur einige
Kilobytes Speicher.

Anders ist die Situation, wenn eine hdhere Frequenz betrachtet wird. Bei 1 MHz bewirkt die
Stromverdréngung zu den Réndern hin eine deutliche Verschlechterung der nummerischen
Integration. Die Tabelle 4.1 zeigt, wie bei einer gleichméBigen Verteilung der Stiitzstellen
ein erheblicher Teil des eingeprégten Stromes nicht erfasst wird, wenn die lokale Stromdichte
iiber den Leiterquerschnitt integriert wird. Es sei an dieser Stelle jedoch darauf hingewiesen,
dass fiir die Berechnung der Wicklungskrifte von Leistungstransformatoren nur Frequenzen
untersucht werden miissen, die weit unterhalb von 1 MHz liegen.

Stiitzstellen | erfasster Strom | Rechenzeit
100 89,5 % 2s
400 94,4 % 58
2500 96,1 % 28 s

10000 96,9 % 110 s
250000 96,9 % 2710 s
1000000 97,7 % 10860 s

Tabelle 4.1: Erfasster Strom und bendtigte Rechenzeit fiir verschiedene Stiitzstellenzahlen bei der numme-
rischen Integration der Kraft {iber die Lorentz-Formel.
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Trotz einer wesentlich erhthten Anzahl von Stiitzstellen konvergiert das Integral iiber die
Stromdichte nur sehr langsam auof den Referenzwert. Gleichzeitig wichst die Rechenzeit stark
an. Durch eine zu den Rédndern hin steigende Anzahl der Stiitzstellen kann die Konvergenz
geringfiigig verbessert werden. Weiterhin ist die Kraft um den Faktor des zu wenig erfassten
Stroms zu korrigieren. Man nimmt dabei an, dass sich der fehlende Strom gleichmé8ig iber
den Leiter verteilt. Beriicksichtigt man diesen Korrekturfaktor, so ergeben sich fiir die oben
beschriebenen Rechnungen die Ergebnisse in der nachfolgenden Tabelle 4.2.

Stiitzstellen F
100 1,813 mN/m
400 1,884 mN/m
2500 1,871 mN/m
10000 | 1,894 mN/m
250000 1,861 mN/m
1000000 | 1,867 mN/m

Tabelle 4.2: Mit der Lorentz-Integration bestimmte Krifte auf einen Leiter des quadratischen Leiterpaares
aug Abbildung 4.1.

Erst bei einer groffen Anzahl Stiitzstellen konvergiert das Ergebnis. Bei der Berechnung
der Streuinduktivitdten ist eine deutlich bessere Konvergenz festzustellen. Deshalb wird im
Weiteren die Kraftberechnung allein iiber die magnetische Energie untersucht.

4.2 Kraftberechnung iiber die magnetische Energie

Bei einer infinitesimal kleinen und langsamen Verschiebung dz eines physikalischen Systems
gegen eine konstante Kraft F' ergibt sich eine Energiednderung von

dW = F - dz. (4.6)

Man kann dann bei dem untersuchten System von induktiv gekoppelten Windungen davon
ausgehen, dass die bei dieser Verschiebung verrichtete Arbeit vollstindig in das magneti-
sche Feld tiberfiihrt wird, das von den stromdurchflossenen Windungen erzeugt wird. Das
heifit, man vernachliissigt jede durch die Verschiebung verursachte Anderung in den Wir-
belstrémen. Ein Vergleich der nummerisch ermittelten Kurzschlussverluste u, vor und nach
solchen Verschiebungen zeigt, dass diese Annahme berechtigt ist.

Fiir ein Leiterpaar bzw. eine Windung ergibt sich die magnetische Energie Wy, nach [20] zu
1,
Wh = §LI , (4.7)

wobei L die Selbstinduktivitidt bezeichnet. Fiir Systeme von n induktiv gekoppelten Leiter-
paaren wird diese Gleichung in vektorieller Schreibweise als Bilinearform

Ly Ly -+ Ly L
1 Loy Loy -+ Loy I

W, = 5 I AR :21 :22 ) 2 ) :2 (4.8)
Lnl LnZ e Lnn In
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4 Kraftberechnung mit der Randelementmethode

dargestellt. Aus der Energieinderung — verursacht durch eine kleine Verschiebung Az eini-
ger Leiter — kann man die nach Gleichung (4.6) Kraft bestimmen, die in Richtung dieser
Verschiebung wirkt. So gilt fiir den Betrag der Kraft

AW

F=", 9
wobei AW = W, — W, die Energiedifferenz zwischen dem verschobenen und dem Ausgangs-
zustand darstellt. Im vorliegenden Fall kann man einen Leiter oder sogar eine ganze Gruppe
von Leitern, z.B. eine Wicklung, verschieben und mit der Randelementmethode die verénder-
te Induktivitdtsmatrix berechnen. Damit sind auch hier zwei Feldberechnungen notwendig,
um die Kraft zu ermitteln, die auf alle verschobenen Leiter entlang der Verschiebungsrich-
tung wirkt. In diesem Punkt entspricht die Energiemethode der Lorentz-Integration.
Um die Genauigkeit der nummerischen Differentiation zu steigern, sollte neben der Verschie-
bung Az auch die entgegengesetzte um —Az betrachtet werden. Damit wird der Gradient
der magnetischen Energie in beide Richtungen ausgewertet. Dies fithrt nach [21] nur zu ei-
nem Fehler der Ordnung O(Az?) anstatt von O(Az) bei einer einseitigen Betrachtung. Fiir
eine zweite Koordinatenrichtung kann die Basisrechnung ebenfalls genutzt werden; zusitz-
liche Durchldufe mit entsprechend anderen Verschiebungen — um z.B. Ay — sind jedoch
vorzunehmen.

Besteht das gesamte System nur aus einem Leiterpaar, so folgt aus Gleichung (4.7)
1o 1.5 1 2

mit AL = L; ~ Ly. Daraus ergibt sich mit

,_F AW 1AL ,
=T T s 3na! (411)

die auf die Lange [ bezogene Kraft auf das System entlang der Richtung von Az. Mit der
Beziehung (4.8) folgt analog dazu fiir ein System aus n Leiterpaaren

ALy ALy --- ALy, I

1 ALy ALh, -+ AL I
FI:m'(]I’IZ’mI“)' :21 :22 :2 . :2 {4.12)

ALl AL, - AL, I

An dieser Stelle soll der Spezialfall eines Zweiwicklungstransformators niher betrachtet wer-
den. Aus Gleichung (4.12) wird dann

p 1 ALy, AL, I
F=gxg ) ( aty am, ) \ 5 ) (4.13)
wobei der Index 1 wiederum die Oberspannungswicklung und der Index 2 die Unterspan-

nungswicklung kennzeichnet. Die Matrizen kénnen zu

1
F= AT (AL IE + (ALY, + ALy) I, + ALY TE) (4.14)
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ausmultipliziert werden. Mit AL’ = L} — Ly und Gleichung (3.32) gilt
1~ 4o

AL = wiwy - (Ajjy — Ajjo) (4.15)
wenn Aj, die Leitwerte in der Ausgangslage und A, die der verschobenen Geometrie
bezeichnet. Zusitzlich ist zu beachten, dass /; und I» als Strome in Ober- und Unterspan-
nungswicklung in der Beziehung

I, = _ﬂ[l (4.16)
W2

stehen, wenn der Magnetisierungsstrom von unter 1 % vom Nennstrom vernachlissigt wird.
Das negative Vorzeichen beruht auf der Konvention der Stromrichtungen. Ein in positiver
2-Richtung fliefender Strom in den Hinleitern der Windungen wird positiv gezihlt. Dadurch
muss in einer der beiden Wicklungen ein negativer Strom flieflen. In die Gleichung (4.14)
eingesetzt erhilt man

1
Fl=— (Alll,l - A'11,0 - (Alxz,l - Allz,o + A’21,1 - A121,o) -+ Alzz,x - Alzz,o) ~wf112

20z
1
= 9% ( 1= Mgy — Agyy + Agpy + Alrg — Alpo Ajrg+ Alzz,o) wil?
1 AL
= 557 (Lop = L) - wili = SAL wili (4.17)
unter Verwendung der Definition der Streuinduktivitdt L,; = A7 ; — Ajp; — Agy; + Ady; aus

den Gleichungen (3.10) und (3.33). Fiir einen Zweiwicklungstransformator ergibt sich also
die Kraft aus der Anderung der Streninduktivitit infolge einer geringen Verschiebung Az.
Mit diesem Ergebnis geht jedoch auch ein nummerisches Problem einher: Die Streuinduk-
tivitdten werden aus Differenzen von Leitwerten gewonnen, die sich typischerweise erst in
der vierten Stelle nach dem Komma unterscheiden. Aus solchen Streuinduktivititen zweier
leicht unterschiedlicher Rechnungen wird wiederum eine Differenz gebildet. Bei Verschiebun-
gen um 1 mm unterscheiden sich die Streuinduktivitdten erst in der fiinften oder sechsten
Stelle, so dass insgesamt die Kréfte aus Differenzen von Induktivititen berechnet werden,
deren fiithrende acht Stellen identisch sind. Ob die aus der Losung eines linearen Gleichungs-
systems von iiber 100000 Gleichungen gewonnenen Induktivititen trotz der Verwendung
doppelt genauer Zahlen eine solche Genauigkeit aufweisen, kann nicht sichergestellt wer-
den. Bevor auf diese Rechnungen eingegangen wird, soll zunéchst das obige Beispiel fiir die
Kraftberechnung erneut aufgegriffen werden.

4.2.1 Beispiel fiir die Kraftberechnung iiber die magnetische Energie

Im Abschnitt 4.1.1 ist die Kraft auf einen Leiter des Leiterpaares aus Abbildung 4.1 iiber die
Integration der Lorentz-Kraft diskutiert worden. Wéhrend sich die Kraft bei einer Frequenz
von 50 Hz mit Rechnungen von nur wenigen Sekunden Dauer prazise bestimmen lie8, waren
die Krifte bei 1 MHz auch mit mehr Randelementen sowie einen Vielfachen an Stiitzstellen
bei der Integration nicht mehr hinreichend genau zu ermitteln, weil die Stromverteilung
durch Wirbelstrome nicht mehr aufgelost werden konnte.
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Ganz anders stellt sich die Situation bei der Verwendung der Kraftberechnung iiber die
magnetische Energie gemif Gleichung (4.11) dar. Die Berechnung der Selbstinduktivitét
des betrachteten Leiterpaares dauert unabhingig von der Frequenz nur wenige Sekunden,
wenn die Rechnungen ~ wie im vorangegangenen Beispiel - mit nur 10 Randelementen pro
Seite durchgefiihrt werden. Als Verschiebung wird 0,1 mm gewihlt. Beide Leiter werden um
diese Strecke nach auflen verschoben, so dass die Symmetrie erhalten bleibt. Damit betrégt
Az = 0,0002 m. :

Wie die Tabelle 4.3 zeigt, ergeben sich bei beiden Frequenzen mit der Energiemethode die

gleichen Krifte. Die Kraft stimmt auBerdem genau mit der theoretischen Referenzlosung fiir
Linienleiter gleichen Mittenabstandes iiberein.

Frequenz | I’ in 1002 H/m | I'in 107> H/m | AL in 1072 H/m P
unverschoben verschoben bei Az =0,0002 m
50 Hz 2161846 2161926 ’ 80 2,000 mN/m
1 MHz 2055908 2055988 80 2,000 mN/m

Tabelle 4.3: Ergebnisse der Kraftberechnung iiber die Energiemethode bei verschiedenen Frequenzen.

Zu untersuchen bleibt noch, wie gut die Kraftberechnung senkrecht zur Verbindungslinie der
beiden Leiter funktioniert. Theoretisch ist in diesem Fall keine Kraft zu erwarten und auch
die Lorentz-Integration liefert nur einen verschwindend geringen Wert von 10~% mN/m. Bei
einer nummerischen Integration ist es natiirlich fast unméglich, genau Null zu berechnen.
Als zweite Rechnung wird fiir die Energiemethode hier eine Verschiebung nur eines Leiters
um Ay = 0,1 mm gewihit. Eine Verschiebung beider Leiter ohne weiteren Bezugspunkt
in der Rechnung ist nicht sinnvoll, da es sich dann immer noch um die gleiche Geometrie
handelt.

Bei beiden untersuchten Frequenzen erhoht sich die bezogene Selbstinduktivitdt des Lei-
terpaares um 2 - 1075 H/m, wenn ein Leiter um Ay = 0,1 mm verschoben wird. Dieses
entspricht einer Kraft von F' = 0,2 pN/m. Damit die Energiemethode fiir diese Kraft exakt
Null liefert, ist fiir jede Frequenz eine weitere Rechnung mit einer entgegengesetzten Ver-
schiebung notig. Bei einer Rechnung mit Ay = —0, 1 mm ergibt sich ebenfalls eine Erhohung
der Selbstinduktivitét um 2-107'% H/m. Aufgrund der entgegengesetzten Verschiebung be-
trigt die Kraft in diesem Fall jedoch F' = —0, 2 uN/m, so dass sich insgesamt der Mittelwert
von F' = 0 N/m einstellt. Abschlieflend sollen die beiden Methoden der Kraftberechnung
noch einmal verglichen werden.

4.2.2 Gegeniiberstellung der beiden Methoden zur Kraftberechnung’

Bei dem Vergleich der beiden vorgestellten Methoden seien besonders die Gesichtspunkte
Rechenzeit und Speicherbedarf sowie die Genauigkeit betrachtet.

¢ Rechenzeit: Eine eindeutige Aussage, welche Methode die schnellere ist, ldsst sich
nicht treffen. Ein einfaches Beispiel soll dieses belegen. Betrachtet wird dabei ein Mo-
dell, das fiir die Streuinduktivititsberechnung eine Zeiteinheit (ZE) bendtigt. Grund-
lage fiir die Lorentz-Integration ist eine Feldberechnung, die — wie das Beispiel im
Anhang A zeigt — etwa 30 % mehr Matrixoperationen bendtigt, also hier mit einem
Zeitaufwand von 1,3 ZE abgeschiitzt wird. Ein solche Rechnung ist fiir jeden Leiter
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nétig, fiir den die Kraftwirkung bestimmt werden soll. Hinzukommen die Basisrech-
nung sowie eine von der erforderlichen Genauigkeit abhingige Zeit fiir die nummeri-
sche Integration. Will man die Kréfte auf n einzelne Leiter bestimmen, bendtigt man
mindestens 1,3 - (n + 1) ZE fiir die Krifte in beide Koordinatenrichtungen.

Bei der Methode iiber die magnetischen Energien ist fiir jede Kraft mindestens eine
weitere Streuinduktivititsberechnung notwendig. Der Zeitbedarf summiert sich damit
auf (n + 1) ZE, wenn man die Krifte nur in eine Koordinatenrichtung bendtigt, bzw.
(2-n+1) ZE, wenn beide Richtungen berechnet werden sollen. In diesen Féllen ist die
Methode der Lorentz-Integration immer schneller. Interessiert jedoch nur die summa-
rische Kraft auf eine ganze Wicklung, ist bei der Energiemethode nur eine zusitzliche
Rechnung erforderlich. Insgesamt werden dann 2 ZE bendétigt. Beispielsweise wire die
Lorentz-Integration bei 770 Leitern in der untersuchten Windung mit iiber 1000 ZE
zu veranschlagen. Fiir die Bestimmung von Wicklungskriften ist damit die Energie-
methode immer schneller. '

Speicher: Im Gegensatz zur Rechenzeit fillt der Vergleich der beiden Methoden
beziiglich des Speicherbedarfs deutlich zu Gunsten der Energiemethode aus. Die teil-
weise Losung des Gleichungssystems benétigt rund 30 % weniger Speicher als die fiir
die Feldberechnung nétige vollstandige Losung. Hinzukommt, dass fiir die Kraftberech-
nung iiber die magnetische Energie moglicherweise bet der Induktivititsbestimmung
Symmetrien ausgenutzt werden kdnnen. Dieses ist bei der Integrationsmethode nicht
moglich, wie auf Seite 88 beschrieben.

Bei Ausnutzung von Symmetrien reduziert sich der Speicher auf etwa ein Viertel des
urspriinglichen Bedarfs. Damit wiirde die Lorentz-Integration etwa das Fiinffache an
Speicher bendtigen. Fiir detaillierte Modelle kann dieses das entscheidende Kriterium
sein.

Genauigkeit: Wie die vorangegangenen Beispiele gezeigt haben, kann es bei der
Kraftberechnung mit der Lorentz-Integration zu Konvergenzproblemen kommen. Die-
se treten besonders bei héheren Frequenzen auf, wenn Wirbelstréme den Strom an den
Leiterrand dréingen. Nur mit einem extremen Aufwand durch die Verwendung vieler
Stiitzstellen bei der Integration kann dieses Problem gelost werden. Bei Netzfrequen-
zen ist damit jedoch nicht zu rechnen.

Solche Probleme kennt die Energiemethode auch. Die interne Stromverteilung ist durch
die Verwendung der Induktivititen automatisch einbezogen. Kritisch ist nur die Diffe-
renz der Streuinduktivititen, die zur Kraftberechnung herangezogen wird. Hier kann
der in der Nummerik bekannte Effekt der Differenz groer Zahlen gleich doppelt auf-
treten. Solange dies jedoch nicht eintritt, liefert die Energiemethode die genaueren
Ergebnisse.

Als Fazit kann festgehalten werden, dass die Kraftberechnung iiber die Energiemethode be-
sonders bei umfangreichen Modellen aufgrund der geringeren Speicheranforderungen deutli-
che Vorteile gegeniiber der Lorentz-Integration bietet. Beziiglich Genauigkeit und Rechenzeit
ist die Energiemethode oft, allerdings nicht immer iberlegen. Am Beispiel des schon unter-
suchten 110-kV-/10-kV-Transformators sollen nun mit der Energiemethode Wicklungskrifte
bestimmt werden, da hier die Rechenzeit fiir die Lorentz-Integration um ein Vielfaches gréfier

wére.
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4.3 Kraftberechnung am Beispiel des 110-kV-/10-kV-Transfor-
mators

Im Betriebs- wie auch im Kurzschlussfall wirken Kréifte sowohl in radialer als auch in axjaler
Richtung auf die Wicklungen. Betrachtet werden hier nur Kréfte, die auf die Hin- oder
Riickleiter einer Wicklung summarisch eine resultierende Kraft ergeben. Heben sich z.B.
Kontraktionskrifte gegeneinander auf, kénnen sie mit der Energiemethode nicht bestimmt
werden. Es bleiben damit einerseits die radial wirkenden Normalkrifte sowie andererseits bei
asymmetrischer Wicklungsanordnung die parallel zur Spulenachse gerichteten Schubkrifte
zu ermitteln.

Fiir die Kraftberechnung werden die Betriebsstréme zu Grunde gelegt. Natiirlich sind die
Kurzschlusskrifte um ein Vielfaches gréfer, jedoch gelten immer Abhingigkeiten der Form
F ~ I?, so dass die Umrechnung auf Kurzschluss-Stréme einfach erfolgen kann. Ist ein
Transformator mit einer relativen Kurzschluss-Spannung uy die einzige Impedanz im Kurz-
schlusskreis, so gilt fiir den Anfangskurzschlusswechselstrom

Ly :
" 22 4.1
B | (418)
Der fiir die Kurzschlusskraft mafigebliche Stofkurzschluss-Strom I, bestimmt sich daraus
zu maximal

I =V2&I! 20 - I, (4.19)

wenn der Stofifaktor x mit dem Maximalwert 2 und die relative Kurzschluss-Spannung zu
ugx = 0,14 angenommen werden. Damit ergeben sich Kurzschlusskréfte, die um den Faktor
400 grofer als die im Betriebsfall auftretenden Beanspruchungen sind.

Bei einem fertiggestellten Transformator ist es nicht méglich, die auf die Wicklungen wirken-
den Krifte experimentell zu bestimmen, denn man benétigt dazu von aufien einen Zugriff
auf die einzelnen Wicklungen. Dieses ist zwar bei Versuchsausfiihrungen méglich; fabrikfer-
tige Exemplare sind dafiir jedoch nicht zu verwenden. Um die mit der Randelementmethode
bestimmten Krifte einzuordnen, kdnnen keine Messwerte als Referenzgréfen herangezogen
werden. Diese sind auf eine andere Weise zu bestimmen.

4.3.1 Bestimmung von Referenzwerten

Fiir eine Berechnung der in einem Transformator wirkenden Krifte benstigt man die Felder
und Stréme in allen Leitern, die dann gemiB Gleichung (4.2) integriert werden. Es hat sich
gezeigt, dass man mit einfachen Annahmen und einer auf der Methode von Rogowski, vgl.
[1], basierenden Feldberechnung fiir standardisierte Geometrien die Krifte relativ genau
bestimmen kann.

In [22] werden auf diese Weise die Normal- und die Schubkréfte auf Transformatorenwick-
lungen bestimmt. Dabei wird von einem Zweiwicklungstransformator ausgegangen, dessen
primére und sekundére Wicklungen eine identische Hohe A aufweisen. Weiterhin relevant
ist der Abstand g der innenliegenden Wicklung zum Eisenkern sowie die gesamte Breite o
beider Wicklungen inklusive ihres Zwischenraumes. Zus#tzlich wird noch die mittlere Win-
dungslénge ! bendtigt. An dieser Stelle wird wiederum die bisher mit Erfolg verwendete
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Bild 4.2: Kraftwirkung an einem einfachen Transformatorenmodell: a} Normalkrifte b) Schubkrifte.

energiegewichtete Windungslinge l,, nach Gleichung (3.35) eingesetzt. Eine schematische
Darstellung der zu Grunde gelegten Geometrie bietet die Abbildung 4.2a.
Zur Kraftberechnung nach [22] benstigt man zunichst den in der Literatur als Rogowski-
Faktor bekannten Wert

a

K=1-—. (4.20)

Bei den hier vorliegenden Geometrien mit A= 1,5 m und a = 0,2 m gilt

a
— & 1, 4.2
< (4.21)
so dass auf eine weitere Reihenentwicklung von K verzichtet werden kann. Die Normalkraft
berechnet sich dann zu

lg K
Fy =52 (w - 1)?, (4.22)
2 h
mit der primérseitigen Windungszahl w, sowie dem Strom I; der Primirwicklung. Wahlt
man die energiegewichtete Linge des 110-kV-/10-kV-Transformators nach Tabelle 3.4, so
ergibt sich eine Normalkraft Fyy von

Fy = 34,99 kN (4.23)

auf die Wicklungen, wobei die Kraft immer von der anderen Wicklung weggerichtet ist.
Dieses wird von den sich jeweils abstofienden Feldern gegensinnig stromdurchflossener Leiter
verursacht. Dementsprechend wirkt bei asymmetrischen Geometrien wie in Abbildung 4.2b
eine axiale Kraft stets so auf die Wicklungen, dass sich die Asymmetrien verstirken. Nach
[22] berechnet man diese Schubkraft zu

R = Ho log - z

==, % - AL 4.2
2 n-%-{-n?(‘z—‘-l,‘g)(wl 11) ( 4)
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Der Faktor z als MaR der relativen Verkiirzung der dufleren Wicklung sowie die Anzahl der
sogenannten Querstreugruppen n gehen hier zusitzlich in die Rechnung ein. In der Begzeich- -
nung Querstreuung spiegelt sich die Tatsache wider, dass die axialen Krifte im Gegensatz
zu den radialen Wicklungskriften von Streufeldern verursacht werden, die senkrecht zu dem.
Hauptstreufeld verlaufen. Diese Felder bezeichnet man summarisch als Querfelder, die auch
schon beim 63-MVA-Doppelstock-Transformator auf Seite 69 bei den Kurzschlussversuchen
2 bis 4 eine wesentliche Einflussgréfie dargestellt haben. Bei der hier vorliegenden Geometrie
mit einer Primérspule, die sowohl oben als auch unten kiirzer als die sekundire Wicklung ist,
gilt n = 2. Natiirlich beschreibt die verwendete Geometrie den realen Transformator nicht
exakt, so dass die hier berechneten Schubkrifte ungenau sein kénnen. Fiir den untersuchten
110-kV-/10-kV-Transformator betrigt die Schubkraft

Fs =638 N. © (4.25)
Anschlieflend sollen die berechneten Referenzwerte fiir die Normalkraft Fy und die Schub-
kraft F5 mit den Kréften verglichen werden, die sich aus der nummerischen Feldberechnung
mit der Randelementmethode ergeben.

4.3.2 Ermittlung der Krifte mit der Randelementmethode

Als Beispiel fiir die Kraftberechnung mit der Randelementmethode wird der von der Streuin-
duktivititsberechnung her bekannte 110-kV-/10-kV-Transformator verwendet. Er weist ei-
ne Geometrie auf, die der in [22] vorausgesetzten am ehesten entspricht. Weiterhin sind
detaillierte einphasige Modellierungen mit den zur Verfligung stehenden Rechnerressourcen
berechenbar.

Alle Krafte sind mit Verschiebungen von Az = =£0,001 m an einphasigen Modellen be-
stimmt worden, wobei immer die Ergebnisse der beiden Rechnungen fiir die positive wie
negative Verschiebung gemittelt worden sind. Eine Untersuchung iiber die richtige Wahl der
Verschiebung wird im Abschnitt 4.3.3 vorgenommen. Die Frequenz, bei der die Rechnun-
gen durchgefiihrt worden sind, ist weiterhin f = 50 Hz. Als mittlere Leiterlinge wird die
energiegewichtete Linge lo; verwendet.

Wie wegen der genauen Ergebnisse der Streuinduktivititsberechnung zu vermuten ist, kén-
nen die Normalkrifte mit der Randelementmethode sehr gut bestimmt werden. In beiden
Fillen sind es die (Léngs-) Streufelder, die das Ergebnis im Wesentlichen beeinflussen. In
der Tabelle 4.4 sind die mit der Energiemethode gewonnenen Kriifte dargestellt.

Modell Fy
1 34,31 kN
2 34,34 kN
3 34,32 kN
4 34,31 kN
5 34,36 kN

Tabelle 4.4: Berechnete Normatkriifte Fiy des 110-kV-/10-kV-Transformators.

Da bei den Modellen 1 bis 5 die berechneten Normalkrifte weitestgehend konstant sind, ist
auf die umfangreiche Berechnung der beiden feinsten Modelle 6 und 7 verzichtet worden.
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Gegeniiber dem in Gleichung (4.23) bestimmten Vergleichswert liegen die hier ermittelten
Krifte um 1,9 % niedriger. Angesichts der Tatsache, dass die Geometrie des untersuch-
ten Transformators etwas von der in Abbildung 4.2 dargestellten abweicht ~ z.B. ist die
Oberspannungswicklung um 1,5 % kiirzer als die Unterspannungswicklung ~ stimmen die
Resultate erstaunlich gut iiberein. Bemerkenswert ist vor allem, dass schon mit dem ein-
fachsten Modell das Endergebnis bestimmt werden kann.

Anders ist die Situation bei der Berechnung der Schubkrifte auf die in y-Richtung nicht
ganz symmetrisch angeordneten Wicklungen. Wie die Krifte aus der Tabelle 4.5 zeigen,
liegt hier keine Konvergenz vor und der Referenzwert von Fg = 638 N aus Gleichung (4.25)
wird auch nur ungefihr erreicht. Beim feinsten Modell betrigt die Abweichung 26,8 %. Dass
beim Modell 6 der Referenzwert fast genau getroffen worden ist, muss deshalb als Zufall
angesehen werden.

Modell Fy
1 43 N
72N
59 N
1004 N
958 N
630 N
809 N

L = N4 BT JUI )

Tabelle 4.5: Berechnete Schubkriifte F5 des 110-kV-/10-kV-Transformators.

Auffallig sind die extrem geringen Krifte, die fir die Modelle 1 bis 3 berechnet worden sind.
In diesen Nachbildungen werden vergleichsweise grofie Leiter verwendet; die Schubkrifie
verursachenden Querfelder sind an den Wicklungsenden nur sehr unzureichend nachgebildet.
Bei feineren Modellierungen werden diese Querfelder schon deutlich besser, aber immer
noch nicht genau erfasst. Eine Ursache dafiir kénnte eine nicht so ausgeprigte Fiihrung
der Felder durch den Eisenkern sein. Vor allem der Bereich der gekriimmten Felder an den
Wicklungsenden kann sich aufierhalb der Kernebene von den Verhiltnissen innerhalb der
Modellebene unterscheiden. Eine zweidimensionale Modellierung wiire in diesem Fall wie bei
dem schon untersuchten Doppelstock-Transformator nicht ausreichend.

Als weitere Fehlerquelle darf man dariiberhinaus die Nummerik nicht aufler Acht lassen. Bei
der Kraftberechnung mit der Energiemethode werden Differenzen von Streuinduktivititen
gebildet. Da die Streuinduktivitéten selber schon als Differenz grofier Zahlen angesehen
werden miissen, ist es fraglich, wieviele Stellen bei der Differenz zweier fast identischer
Streuinduktivitéten noch verwendet werden diirfen. Bei der Berechnung der Normalkrifte
Fy hat sich zumindest eine Genauigkeit von 100 N herausgestellt. Dieser Wert kénnte auch
hier die Genauigkeitsgrenze markieren.

4.3.3 Einfluss der Wahl der Verschiebung auf die berechneten Krifte

Als wesentlicher Parameter beeinflusst die Grofe der Verschiebung die Ergebnisse der Kraft-
berechnung mit der Energiemethode. Dabei sind zwei Aspekte zu beachten, die sich beziiglich
ihrer Optimierung widersprechen. Zum einen sollte die Verschiebung so klein wie méglich
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sein, weil die Kraft aus einem Differenzenquotienten bestimmt wird, der eine echte Differen-
tiation approximieren soll. Dieses gelingt bei mdglichst kleinen Schrittweiten im Allgemeinen
am besten.

Andererseits verursacht eine zu kleine Verschiebung mdoglicherweise nur eine zu kleine Ver-
anderung in den betrachteten Induktivititen, so dass das Ergebnis nummerisch nicht mehr
zuverldssig ist. Um diese Effekte gegeneinander abwigen zu kénnen, sind bei verschiedenen
Verschiebungen die Schubkrifte auf die Wicklungen verglichen worden. Die Kréfte an sich
sind zwar — wie im Abschnitt 4.3.2 dargelegt — nicht genau; jedoch kann ihr Konvergenzver-
halten untersucht werden. In der Tabelle 4.6 sind die berechneten Krifte fiir drei Modelle
bei vier verschiedenen Verschiebungen aufgefiihrt.

Modell | Verschiebung Verschiebung | Verschiebung | Verschiebung
Az =240,001m | Az =40,01lm | Az =%0,02m | Az =+£0,03 m

1 43 N 42N 41N 3TN’
2 72N 73N 71N 68 N

3 59 N 61 N 59 N 56 N

Tabelle 4.6: Konvergenz der mit der Energiemethode bestimmten Krifte bei unterschiedlichen Verschiebun-
gen.

Eindeutig zu erkennen ist die Abnahme der berechneten Kraft bei zu grofilen Verschiebungen.
Dieser Effekt tritt auf, wenn die Ableitung der magnetischen Energie nach der Verschiebung
bei gréfleren Verschiebungen geringer wird. Es wird dann mit dem Differenzenquotienten der
Mittelwert iiber einen zu grofen Bereich gebildet. Andererseits zeigen die nur geringfiigigen
Anderungen in den berechneten Kriften bei Verschiebungen zwischen Az = 0,001 m und
Az = £0,02 m, dass die Wahl der Verschiebung das Ergebnis nur relativ gering beeinflusst.

Weiterhin wird deutlich, dass die mit einer Verschiebung von Az = +0, 001 m berechneten
Krifte bei einer zehnfach gréferen Verschiebung Az = 40,01 m fast identisch reproduziert
werden. Daraus ldsst sich schliefen, dass die nummerischen Ungenanigkeiten in diesem Fall
noch nicht relevant sind, denn sonst hitten sich die Ergebnisse stirker unterscheiden miissen.

Festzuhalten bleibt als Ergebnis, dass die Gréfe der Verschiebung in gewissen Grenzen
beliebig gewihlt werden kann. In der Praxis haben sich dabei Verschiebungen von Az =
+0,001 m bis Az = 40,01 m als brauchbar erwiesen.

Nachdem mit der Kraftberechnung als Anwendung die Streuinduktivitétsberechnung an
Leistungstransformatoren abgeschlossen ist, sollen durch eine Verkniipfung von Feld- und
Netzberechnung kapazitive Kopplungen beriicksichtigt werden, um abschlieflend die Fre-
quenzginge von Transformatoren sowie die bei hoheren Frequenzen auftretenden Eigenfor-
men in den Wicklungsstrémen zu berechnen.
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5 Ermittlung der Frequenzgénge und Eigenformen von
Leistungstransformatoren

Bislang sind in dieser Arbeit allein die induktiven Kopplungen zwischen Leitern eines zwei-
dimensionalen Modells betrachtet worden. Darauf basierend konnten Streu- und Nullinduk-
tivitdten, Kurzschlussverluste und Wicklungskrifte von Leistungstransformatoren numme-
risch bestimmt werden. An dieser Stelle soll nun das Modell um kapazitive Kopplungen
erweitert werden. Die eigentliche Feldberechnung bleibt dabei in ihrer bisherigen Form er-
halten. Allerdings bilden die so berechneten induktiven Spannungsabfélle entlang der Win-
dungen jetzt die Grundlage fiir eine Netzberechnung, in der zusédtzlich Kapazititen zwischen
den Windungen zu beriicksichtigen sind.

Dabei werden die Kapazitdten der Wicklungen als gegebene GréfSen angenommen, die z.B.
aus einer elektrostatischen Feldberechnung stammen kénnen oder als Messwerte-vorliegen.
Ein Verteilungsalgorithmus ordnet jeder Windung einen entsprechenden Anteil der Kapa-
zitidten zu. Diese Vorgehensweise ist dadurch gerechtfertigt, dass an real existierenden Trans-
formatoren zwar summarische Kapazititsmessungen zwischen zwei Wicklungen oder einer
Wicklung und der Erde durchfiihrbar sind, jedoch die kapazitiven Kopplungen zwischen den
einzelnen Windungen zweier Wicklungen nicht bekannt sind.

Nimmt man realistische Kapazititen zu den mit der Randelementmethode berechneten in-
duktiven Kopplungen hinzu, so erhilt man ein System von induktiv und kapazitiv gekop-
pelten Leitern. Aus der Ldsung des zugehorigen Gleichungssystems koénnen z.B. die lokale
Stromverteilung innerhalb einer Wicklung oder bei Variation der Frequenz der Frequenz-
gang eines Leistungstransformators berechnet werden. Dabei kann man mit der Berechnung
in Frequenzbereiche vordringen, die messtechnisch bisher nur duflerst schwierig zu erfassen
gewesen sind. Ob das verwendete Modell dann jedoch noch ausreichend genau fiir konkrete
Aussagen ist, bleibt bis zur Verifizierung durch Messwerte offen. Es ist jedoch zu vermuten,
dass die Rechnungen zumindest Tendenzen fiir das tatsichliche Verhalten von Leistungs-
transformatoren bei hohen Frequenzen aufzeigen. Dabei ist auch zu beachten, dass aufgrund
des hohen Rechenaufwandes die Untersuchung auf einphasige Modelle beschrinkt bleibt.

Zunichst soll durch die Verkniipfung einer Netzberechnung mit der bisher verwendeten zwei-
dimensionalen Feldberechnung das Gleichungssystem (2.88) erweitert werden. Dazu miissen
die Windungen durch Knotenpunkte miteinander verbunden werden.

5.1 Verkniipfung von Feldberechnung und Netzberechnung

Es ist das Ziel dieses Abschnitts, die bestimmten Induktivititen mit realistischen Kapa-
zitdten zu koppeln, um so ein vollstindiges Abbild der elektrischen Stréme in Leistungs-
transformatoren zu erhalten. Hierbei ist vor allem das Verhalten bei hoheren Frequenzen
interessant, denn bei einer Netzfrequenz von f = 50 Hz spielen die Kapazititen infolge ihrer
hohen Impedanz keine Rolle.

Ausgegangen wird von einem ebenen Transformatormodell mit n nachgebildeten Leitern,
von denen einer den Eisenkern darstellt. Ublicherweise ist die Anzahl der Tore des auf-
zustellenden Netzwerks identisch mit der Anzahl der Wicklungen und werde hier mit i
gekennzeichnet. Eine Sonderrolle nimmt an dieser Stelle der Eisenkern ein, der kein Tor im
eigentlichen Sinne darstellt, aber auch nicht mit dem Rest des Netzwerks verbunden ist. Es
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Bild 5.1: Einfaches Beispiel fiir die Verkntipfung von Feld- und Netzberechnung. 1,1': Primirwicklung, 2,2":
Sekundarwicklung, 3: Eisenkern.

muss nur sichergestellt sein, dass kein Strom durch den Eisenkern in Richtung der z-Achse
flieflen kann. Um die ebenen Leiter mit Kapazititen zu verbinden, miissen Knotenpunkte de-
finiert sein. Ihre Zahl m ist abhéngig von der Verschaltung der Windungen in den einzelnen
Wicklungen. Schliefilich bezeichne k die Anzahl der im System vorhandenen Kapazititen.

Fiir einen einphasigen Zweiwicklungstransformator ist die Verschaltung in der Abbildung
5.1 schematisch dargestellt. Das einfache Modell enthilt fiir Ober- und Unterspannung je
nur eine Windung, die Leiterzahl betrdgt damit n = 5. Beide zu einer Windung gehdrenden
Leiter sind auf der einen Seite verbunden, wihrend sich am anderen Ende die Torknoten
befinden. Bei ¢ = 2 Toren ergeben sich insgesamt m = 8 Knoten. In das Netzwerk sind
je zweil Erd- und Windungskapazititen sowie eine Koppelkapazitit zusitzlich zu den aus
der Feldberechnung stammenden Induktivititen und ohmschen Widerstinden eingetragen;
somit folgt ¥ = 5. In diesem Modell bleibt der Eisenkern ohne galvanische Kopplung zu
den Leitern, um seine Stromlosigkeit zu gewéhrleisten. Deshalb miissen die Erdkapazititen
zwischen Wicklungen und Schenkel oder Joch zu einem zusétzlichen Erdknoten gefiihrt
werden.

Es stellt sich nun die Aufgabe, die durch die Verkniipfung mit einer Netzberechnung zusétz-
lich entstandenen physikalischen Gro8en in das lineare Gleichungssystem der Feldberech-
nung (2.88) zu integrieren.

5.1.1 Erweiterung des Gleichungssystems der Feldberechnung

Bei einer Netzberechnung ergeben sich alle Stréme und Spannungen innerhalb des Netzwerks
aus den eingeprigten Groflen an den Toren. Dazu miissen die Impedanzen aller Netzwer-
kelemente bekannt sein. Hier stammen die Induktivititen und ohmschen Widerstinde aus
einer Feldberechnung, wihrend die Kapazititen vorgegeben werden. Zunéchst sollen jedoch
alle in diesem Transformatormodell auftretenden NetzwerkgriofBen angegeben werden.

Wie schon bei der Feldberechnung sind die Stréme in den n modellierten Leitern zu be-
trachten. Sie bilden den Vektor

[lL] = (ll:l?v"'::[n)' (51)

Im Gegensatz zur Feldberechnung sind die Leiterstrome in der Netzberechnung Unbekannte.
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Weiterhin sind die Strdme durch die k Kapazititen zu berechnen, die den Vektor

Le) = (lc,h Ico,- - ,lc,k) (5.2)

bilden. Zus#tzlich benétigt man die Potentiale an jedem der m Knoten

[¢] = (91,22,---,Qm) : (5.3)
An den ¢ Toren sind die Stréme durch

[LI‘] = (Lr,nl'r,z, cee :lT,t) (5.4)

sowie die Spannungen durch

[QT] = (.Q-T,laQT,Zv e ’QT,':) ’ (5.5)

gegeben. Bei Kenntnis aller Vektoren (5.1) bis (5.5) ist das Netzproblem vollsténdig geldst.
Als eingeprigte GroBen sollen fiir jedes Tor ein Strom oder eine Spannung bekannt sein. Im
Folgenden stellt sich die Aufgabe, die Vektoren (5.1) bis (5.5) durch Aufstellen der Maschen-
und Knotengleichungen miteinander zu verkniipfen. Dabei werden alle Gleichungen in Ma-
trixform angegeben, weil sie sich so am Besten in das Lsungsverfahren des Feldproblems
integrieren lassen.

Zuerst sollen die m Knotengleichungen aufgestellt werden. Dazu werden alle Leiter-, Tor-
oder kapagzitiven Stréme, die in einen Knoten hineinflieflen, positiv, alle herausfliefenden
negativ gezihlt. Dieses kann man mit drei Inzidenzmatrizen als Matrixgleichung formulieren.
Es stellt

—1, wenn der Leiterstrom [;,, aus dem Knoten ¢ herausflieBt

1, wenn der Leiterstrom [y , in den Knoten . hineinfliefit
[QLL:Lm;V:l,n =

0, sonst
(5.6)
die Verschaltung der Leiter,
1, wenn der kapazitive Strom [, in den Knoten ¢ '
hineinfliet
[Q%)i=t,mp=14 = { -1, wenn der kapazitive Strom I, aus dem Knoten ¢  (5.7)
herausfliefit
0, sonst
die der Kapazititen und
1, wenn der Torstrom Ly, in den Knoten ¢ hineinflieBt
[@T)c1mpw=14= {4 —1, wenn der Torstrom Iy, aus dem Knoten ¢ herausflieRt
0, sonst
(5.8)
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die Anordnung der Tore dar. Dabei weist die Matrix [Q'] die Dimension m x n, [QC] die
Dimension m x k und [QT] die Dimension m x ¢ auf. Anhand der Matrix {Q'] wird der
prinzipielle Aufbau der Inzidenzmatrizen nidher erliutert. Diese Matrix wird von rechts
mit dem Vektor der Leiterstrdme [I;] multipliziert, so dass jede Spalte einem Leiterstrom
zugeordnet ist. Eine Zeile entspricht dann einem Knoten. In jeder Spalte muss nun das
Element mit Eins belegt werden, das dem Knoten zugeordnet ist, in den der entsprechende
Leiterstrom hineinfliet. Weiterhin gibt es in jeder Spalte ein Element mit dem Wert -1, das
zu dem Knoten mit dem herausflieBenden Strom gehdrt. Alle anderen Elemente einer Spalte
sind Null. Insgesamt ergeben sich damit die Knotengleichungen in Matrixform zu

(@] (L] + [Q°] - o] + (@) - L) = [0]- (5.9)

Aus den Spannungsabfillen iiber den Netzwerkelementen ergeben sich die Maschengleichun-
gen. Fiir jeden Leiter v mit 1 < v < n ist der Spannungsabfall {iber den Leiter durch

bowK,=¢,—¢ (5.10)

vl
mit der Potentialdifferenz an seinen Enden verkniipft. In dieser Beziehung stellt [, die Lei-
terléinge, w die Kreisfrequenz und X, die auf die Lénge bezogenen Leiterkonstanten dar.
Letztere gibt gemifB Gleichung (2.105) den Spannungsabfall entlang des Leiters an und wird
zundchst als bekannt vorausgesetzt. Das Potential am Anfang und am Ende des Leiters
wird mit ¢ = und ¢ , bezeichnet. Eine Formulierung in Matrixschreibweise benétigt wieder-
um zwei Inzidenzmatrizen.

Fiir die linke Seite der Gleichung (5.10) wird die Matrix {L¥] der Dimension n x n verwendet.
Damit sich bei Multiplikation mit dem Vektor {K] von rechts i, wX, ergibt, muss die Matrix
gemif

[LK]L=I,n;l/=1,n = ll/ W 6L,U (511)

besetzt sein. Mit der n x m-Matrix [L?] kann man die Zuordnung zwischen Leitern und
Knotenpunkten herstellen. Das Schema der Belegung

—1, wenn der Knoten v am Anfang des Leiters ¢ liegt
(L)t npmtm = 1, wenn der Knoten v am Ende des Leiters ¢ liegt (5.12)
0, sonst

ist dabei dhnlich wie bei der Matrix [Q%]. Durch diese beiden Matrizen gelingt es, Gleichung
(6.10) in der Matrixform

[L¥] (K] + (L] - [g] = 0 (5.13)

darzustellen. Analog zu den Spannungsabfillen entlang der Leiter werden die Kapazititen
behandelt. Fir eine Kapazitdt C, mit 1 < v < k ergibt sich die Beziehung

1

) (5.14)

Lo, =¢,-9

vl
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Mit ¢, und ¢,, sind hier wiederum die Potentiale der Knoten bezeichnet, zwischen denen
die Kapazitit liegt. Die & x k-Diagonalmatrix [CC] entspricht in Funktion und Aufbau mit

1
[QC]L—"‘-l,k;V:l,k = _]UJ—C’U N 61,,11

der Matrix [LX], wihrend die k x m-Matrix [C?] mit [L?) iibereinstimmt. Dementsprechend
muss sie die Form

(5.15)

—1, wenn der Knoten v am Anfang der Kapazitét ¢ liegt

[C® o pm1,m = 1, wenn der Knoten v am Ende der Kapazitét ¢ liegt
0, sonst
(5.16)
annehmen. Zusammengefasst werden die Beziehungen (5.15) dann durch
[C°] L] +[C] - 9] = 0. (5.17)

Mit den Maschen- und Knotengleichungen sind die Abhéngigkeiten der Stréme und Span-
nungen im Netzwerk festgelegt. Zur vollstdndigen Beschreibung des Netzproblems miissen
noch die TorgréBen betrachtet werden. Vorausgesetzt worden ist, dass an jedem Tor entweder
der Torstrom oder die Torspannung eingeprigt und damit bekannt sind. Diese eingeprégten
Groéfen sollen im Vektor [T'] dem Gleichungssystem tibergeben werden. Abhéngig davon, ob
Strom oder Spannung am Tor ¢ mit 1 < ¢ < ¢ eingeprégt sind, gilt

[I]L = lT,L (518)
oder
T.=¢,~¢,  (5.19)

Wiederum ist mit ¢ das Potential am Eingangsknoten und ¢, das Potential am Aus-
gangsknoten des Tores ¢ bezeichnet. Da sowohl Strom- als auch Spannungseinprigungen
zugelassen sind, kann der Vektor [T] durchaus gemischte Groflen enthalten.

Auch an dieser Stelle finden zwei Inzidenzmatrizen Verwendung, die den Vektor [T] mit den
Torstrémen [[r] und den Knotenpotentialen [¢] verkniipfen. Beide Matrizen weisen ¢ Zeilen
auf ~ fiir jedes Tor eine. Die Matrix [T'7] besteht aus ¢ Spalten und kennzeichnet die Tore,
an denen Strome eingeprigt sind. Daher ist sie gema8

T e = { 8., wenn in Tor . ein Strom eingeprigt ist (5.20)

0, wenn in Tor ¢ eine Spannung eingeprigt ist

aufgebaut. Diese Struktur bewirkt immer dann eine Eins auf der Diagonalen, wenn das
zugehdorige Tor eine Stromeinprigung aufweist. Den m Knotenpunkten entspricht die Anzahl
der Spalten in der Matrix [T%]. Wie auch fiir die Matrizen [L?] und [C?] gilt

1, wenn der Knoten v der Eingangsknoten des Tores ¢
und in das Tor ¢ eine Spannung eingeprégt ist

[T%).=1tw=1,m = { =1, wenn der Knoten v der Ausgangsknoten des Tores ¢ ,(5.21)
und in das Tor ¢ eine Spannung eingeprigt ist
0, sonst
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wobei jedoch nur Zeilen mit einer Spannungseinprigung im entsprechenden Tor belegt sind.
Durch

[T7] L]+ [T7] - [¢] = [T} (5.22)

werden die eingepragten Torgréfen mit den weiteren Netzgréfien verkniipft. Mit der Bezie-
hung (5.22) ist das Netzproblem vollstéindig. Jedoch werden bislang nur Potentialdifferenzen
betrachtet. In jedem Netz ist aber mindestens ein Potential frei wihlbar, z.B. wird das Erd-
potential meist auf Null festgelegt. In diesem Fall kann

[P]=(0,0,...,0) (5.23)
gewdhlt werden. Durch eine Matrixgleichung
(@] 1¢] = [P]. (5.24)

werden die gewihlten freien Potentiale den entsprechenden Knoten zugewiesen. Dafiir wird
eine m X m-Matrix [Q?] benétigt, die auf der Diagonalen gemifs

d,», wenn das Potential des Knotenpunktes ¢
Q%) =t mp=1,m = frei wihlbar ist (5.25)
0, sonst
eine Eins enthilt, wenn der entsprechende Knotenpunkt ein Potential zugewiesen bekommen
soll. Dann wird aus Gleichung (5.24)

8, =Pl (5.26)

Alle anderen Zeilen aus (5.24) ergeben nur 0 = 0.

Mit den Unbekannten [I;], [Lc], 1] und [¢] sind in der Netzberechnung n+k +t+m
Grifen zu bestimmen. Dem stehen aus Gleichung (5.13) n, aus Gleichung (5.17) &, aus
Gleichung (5.22) ¢ sowie aus der Gleichung (5.9) m zusétzliche Beziehungen gegeniiber, in
der Summe also wiederum n+ k + ¢ + m. Hinzukommt noch eine geringe Anzahl - meist nur
eine Gleichung - aus der Beziehung (5.24). Da diese Matrixbeziehung im Allgemeinen viel
mehr Zeilen als Gleichungen enthilt, bietet es sich an, die Matrizen (5.9) und (5.24) durch
Addition zu einer Gleichung

(@) L) + Q% lLe) + Q7] - [Lr) + Q7] - [¢] = [} (5.27)

zusammenzufassen.

Mit Hilfe der bisher beschriebenen Gleichungen ist es moglich, dass Netzproblem vollstindig
zu losen, wenn — wie oben angenommen - die Spannungsabfille entlang der Leiter [K] be-
kannt sind. Da diese jedoch aus einer Feldberechnung stammen, die wiederum die Leiter-
strome bendtigt, kénnen Netz- und Feldproblem nicht vollstindig entkoppelt werden. Man
kann jedoch auf einfache Weise ein gemeinsames Gleichungssystem aufstellen, indem man
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im Gleichungssystem (2.88) den Vektor der Leiterstréme [I;] zu einer Unbekannten macht.
Dazu betrachtet man die letzte Zeile des Gleichungssystems (2.88)

- [04] = ~[uL]. (5.28)
Gemif Gleichung (2.98) besteht der Matrixblock [p]] jedoch nur aus Diagonalelementen

to - L, mit 1 € v < n. Mit der Diagonalmatrix [uo], die nur die magnetische Feldkonstante
po auf der Diagonalen enthilt, kann man dann fiir die Gleichung (5.28) auch

W]+ [0A] + [po] - (L] = [0] (5.29)
schreiben. So gelangen die unbekannten Leiterstréme aus der Inhomogenitit des Gleichungs-

systems (2.88) in den Lésungsvektor. Fasst man alle Gleichungen zusammen, so ergibt sich
das erweiterte lineare Gleichungssystem

[16Gg%) (1G4 (8% o} [0} [o] [0] (4] [0]
[foG°) -[1G°) [0} [o] [0 [o] [o] [04] [0}
0 (A [0 [uwl [0] [0 [0] (K] [0]
[0] 0 [(ZX] [0} [o] [o] [L] (L) | =1 [0] |.(5:30)
[0] O o] o] [€9 [0 [¢9] (Le) [o]
[0] o [0 [0 o] [T7] [79] (Lz] (7]
o] ol [o] [KY [K°] [K7] [KY] (¢] (2]

das die ebene Feldberechnung mit einer Netzberechnung kombiniert. Als freie Parameter
sind dabei nur die eingeprigten Torgréfen im Vektor [T] zu betrachten. Die unabhingigen
Potentiale im Vektor {P] haben keinen Einfluss auf das Ergebnis und kénnen mit Null belegt
werden.

Fiir das Folgende ist von Bedeutung, dass bei der Lésung des Gleichungssystems (5.30) mit
dem GauB-Algorithmus das ohmsche Gesetz fiir die Leiter entsteht. Im dritten Bearbei-
tungsschritt nimmt das-Gleichungssystem zwischenzeitlich die Gestalt

B W o o] (o] 4l (0]
(O] x] ¥l [0 [0 [0] [0] (64] [0]
(o {o] [¥] [m] [0] [0] [o] (K] [0]
(] [o] [L%] [of o] [o} [Z¢] |-| [l |=]| (O {, (5.31)
O o] [0 fo] [C€% [0} [C7] [Lc] [0]
o] fo] [o] [0 [0o] [T7] [T7] [Zr] [Z]
[0] (0] [0} [x*] [K°] [K7] [K?] 9l (]

an. Dann kann die dritte Zeile

Y] (K] + [uo] - (L] =0 (5.32)
auch als
(K] = ~[¥]™ - (o] - L] - 6®)
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geschrieben werden, da [Y] immer invertierbar ist, wie die Praxis zeigt. Wire das nicht der
Fall, briche der GauB-Algorithmus an dieser Stelle ab. So stellt die Beziehung (5.33) den Zu-
sammenhang zwischen den Spannungsabfillen entlang der Leiter (K] und den Leiterstrémen
{Z;] in einer Impedanzform dar.

An dieser Stelle soll darauf hingewiesen werden, dass die eben beschriebene Netzberech-
nung zu grofferen Gleichungssystemen als die Feldberechnung fithrt. Dabel muss zusitzlich
noch auf eine vorhandene Symmetrie verzichtet werden, weil die dafiir nétige symmetrische
Stromeinpragung bedingt durch die Kapazititen im Allgemeinen nicht mehr gegeben ist.
Ein System aus 10000 Leitern, die aus je 4 Randelementen bestehen, erzeugt so fiir [A] und
[04] je 40000 und fiir [K] und {I;] je 10000 Unbekannte. Die Anzahl der Tore ist bei einem
dreiphasigen Zweiwicklungstransformator 6 und damit vernachléssigbar gering. Jedoch diirf-
te die Zahl der Kapazititen und der Knotenpunkte etwa der Zahl der Leiter entsprechen.
Mit rund 120000 Gleichungen ist das Gleichungssystem (5.30) damit deutlich gré8er als das
der entsprechenden Feldberechnung. ’

Fiir die Berechnung von Frequenzgéngen stellt diese grofe Anzahl an Gleichungen ein Pro-
blem dar, da hierfiir iiblicherweise sehr viele Gleichungssysteme fiir verschiedene Frequenzen
gelost werden miissen. Um den Rechenaufwand in Grenzen zu halten, wird im Folgenden
beschrieben, wie man durch Interpolation der Impedanzmatrix der Leiter das Problem der
grofien Gleichungssysteme umgehen kann.

5.2 Ersetzung der Feldberechnung durch interpolierte Daten

Im vorangegangenen Abschnitt ist die Gréfe der Gleichungssysteme abgeschitzt worden,
die sich bei der Verkniipfung von Feld- und Netzberechnung ergeben. Diese Gleichungs-
systeme sind so groff, dass man sie derzeit nicht in der Vielzahl lésen kann, wie man fiir
einen Frequenzgang bendtigt. Wenn man die Feldberechnung als gegeben betrachten kann,
reduziert sich die Anzahl der Gleichungen auf ungefihr %, und die Rechenzeit, die etwa ku-
bisch mit der Gleichungszahl verkniipft ist, betriigt nur noch etwa 4 % des Ausgangswertes.
Hinzukommt noch ein weiterer Zeitvorteil, weil die Netzberechnung verhiltnismagig viele

Nullblécke enthilt.

Ein vollstindiger Verzicht auf die Feldberechnung ist angesichts der ausgeprigten Frequenz-
abhéngigkeit der induktiven Kopplungen nicht mdglich, vergleiche dazu auch die Abbildun-
gen 3.3 und 3.5. Jedoch gestattet der glatte Verlauf der Frequenzginge L{w) und R(w), nur
einige Stiitzstellen zu berechnen und die fehlenden Werte durch eine Spline-Interpolation zu
bestimmen. Daher wird die Matrix [Y] aus Gleichung (5.33), die alle induktiven Kopplungen
enthilt, fiir jede der ausgewihlten Stiitzstellen gespeichert; anschlieffend werden Real- und
Imagindrteil einzeln fiir jedes Matrixelement durch einen kubischen Spline nach [22] interpo-
liert. Fiir die Berechnung der Spline-Funktion speichert man die benétigten Koeffizienten.
Sollen Frequenzginge berechnet werden, kénnen aus den gespeicherten Koeffizienten die fiir
die Losung der Gleichungssystems (5.30) benétigten Werte fiir jede Frequenz beliebig oft
interpoliert werden. Die Details der Interpolation werden im folgenden Abschnitt erldutert.

5.2.1 Kubische Spline-Interpolation

Aufgrund der glatten Verliufe der zu interpolierenden Funktionen, wie sie z.B. an den Ab-
bildungen 3.3 und 3.5 zu erkennen sind, kénnen sowohl quadratische als auch kubische
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Spline-Interpolationen angewendet werden. Insgesamt haben sich jedoch bei einer kubi-
schen Interpolation die zuverldssigsten Reproduktionen der Ausgangskurven ergeben; wei-
tere Ausfilhrungen sind [23] zu entnehmen. Auf einige Modifikationen wird im Folgenden
eingegangen.

Gegeben sind fiir die Interpolation n > 2 Kreisfrequenzen w; < ... < wy mit den zugehorigen
Funktionswerten f(wy) = yx fiir 1 < k < n. Da die Frequenzgénge nur in logarithmischer
Darstellung mit dquidistanten Stiitzstellen versehen werden kénnen, werden kubische Poly-
nome in logw der Form

s (logw) = Ag+By-(logw — log w)+Cy - (logw — log wy)?+ D+ (logw — logwx)®(5.34)
gesucht. Dabei soll einerseits
Sk (lngk) = Y : ’ (535)

gelten, andererseits sollen sich die Splines zweimal stetig differenzierbar aneinanderfiigen.
Aus diesen Bedingungen ergibt sich zum einen direkt

Ak = Yk, (536)

zum anderen das Gleichungssystem

(logwy — logwy—1)  Ce1 + 2+ (logwieyr — logwy—y) - Ck + (logwyyr — loguwy) - Cria

=3. Ye+1 — Yk _ Y — Yk—1
logwyt; — logwy  logwy — logwy—1

(5.37)

fiir 2 < k < n — 1. Zur vollstindigen Bestimmung der n Koeffizienten Cy reichen die n — 2
Gleichungen (5.37) jedoch nicht aus. Die beiden fehlenden Gleichungen erhilt man, indem
man die zweiten Ableitungen der Splines an der ersten und der letzten Stiitzstelle vorgibt,
an denen ja keine zwei Splines s, zusammengefiigt werden. Als Kriimmung am Anfang und
am Ende bietet es sich an, jene zu wihlen, die von einer Parabel durch die ersten bzw.
letzten drei Punkte festgelegt wird.

Nach der Lsung des Gleichungssystems (5.37) miissen nur die berechneten Koeffizienten
Ay und Ck gespeichert werden, weil die noch fehlenden Koeffizienten By und Dy sich gemifl

A1 — Ax log w1 — logwi
= - {2-C 5.38
k log wis1 — logwy 3 ( b+ Cien) ( )
Cry1 = Cx

Dy (5.39)

"3 (loguny: — loguwy)
berechnen lassen. Dieses braucht jedoch erst bei der Auswertung der Interpolation zu ge-
schehen. In den Abbildungen 5.2 und 5.3 sind die schon aus den Abbildungen 3.3 und 3.5
bekannten Frequenzginge der Selbstinduktivitét und des ohmschen Widerstandes der Ober-

spannungswicklung des Transformators aus Abbildung 3.4 noch einmal dargestellt. Erginzt
worden sind die Abbildungen durch die mit kubischen Splines interpolierten Verldufe.
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Bild 5.2: Vergleich zwischen der direkt berechneten Selbstinduktivitit der Oberspannungswicklung des
Transformators aus Abbildung 3.4 und interpolierten Daten.
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Bild 5.3: Vergleich zwischen dem direkt berechneten ohmschen Widerstand der Oberspannungswicklung des
Transformators aus Abbildung 3.4 und interpolierten Daten.
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Als Grundlage fiir die Interpolation sind in logarithmischer Darstellung dquidistante Stiitz-
stellen verwendet worden, die sich jeweils um den Faktor fiinf in der Frequenz unterschie-
den haben. Diese Frequenzen sind als Schnittpunkte zwischen den direkt bestimmten Fre-
quenzgingen und den aus den Splines berechneten zu erkennen. Vergleicht man die interpo-
lierten Kurven mit den Ausgangsdaten, so fallt auf, dass die charakteristischen Kriimmun-
gen weitestgehend erhalten bleiben. Bei den berechneten Induktivititen gibt es erkennbare
Abweichungen nur in dem Frequenzbereich, in dem die Selbstinduktivitdt stark absinkt.
Dagegen oszilliert zwar die Kurve der interpolierten Widerstinde um die Ausgangsdaten,
jedoch bleibt die relative Amplitude dieser Schwingungen {iber den gesamten Frequenzbe-
reich klein. Damit ist die Anwendbarkeit der Interpolation durch kubische Spline-Funktionen
gezeigt.

Es miissen fiir jede zu interpolierende Funktion zwei Koeflizienten pro Stiitzstelle gesichert
werden. Bei 5000 Leitern enthilt die quadratische Kopplungsmatrix 50002 = 2,5 - 107 kom-
plexe Elemente. Zu interpolieren sind also 5- 107 Funktionen. Mit den verfiigharen Rechnern
kann dieses jedoch in relativ kurzer Zeit geschehen. Fiir zehn Stiitzstellen sind pro Funktion
20 Koeffizienten zu speichern, insgesamt also 10°. Da. jeder Koeffizient 8 Byte beansprucht,
werden knapp 8 GB Festplattenspeicher benttigt. Dieser Platzbedarf kann derzeit dauerhaft
zur Verfiigung gestellt werden. Man erreicht damit Einsparungen in der Rechenzeit, die an-
schlieflend beim Vergleich zwischen Frequenzgéngen mit und ohne Interpolation beschrieben
werden.

5.2.2 Vergleich zwischen Frequenzgiingen mit und ohne Interpolation der in-
duktiven Kopplungen

Als Beispiel wird anhand des Modells 1 des schon im Rahmen der Streuinduktivititsbe-
stimmung betrachteten 110-kV-/10-kV-Transformators untersucht, ob Frequenzginge mit
interpolierten Feldberechnungen bestimmt werden kénnen. Das verwendete Modell ist klein
genug, um einen Frequenzgang iiber 10 Gréfienordnungen mit iiber 2300 berechneten Punk-
ten auch noch mit einer vollstindigen Feldberechnung durchzufiihren. Ein Ausschnitt aus
diesem Frequenzgang ist in den Abbildungen 5.4 und 5.5 dargestellt. Getrennt nach Betrag
und Phase wird in diesen Abbildungen die oberspannungsseitige Toradmittanz Y7; fiir eine
direkte und eine Berechnung mit interpolierten Daten verglichen. Insgesamt sind 1635 Erd-,
Koppel-, Scheiben- und Lagenkapazititen in diesem Modell enthalten. Auf die Details der
Verteilung wird im nachfolgenden Abschnitt niher eingegangen.

Deutlich zu erkennen ist, dass der mit interpolierten Daten berechnete Frequenzgang sich
nur unwesentlich von dem vollstindig aus der Feldberechnung stammenden unterschei-
det. Sowohl bei den Absolutwerten als auch bei der Phase werden die Eigenfrequenzen
fast deckungsgleich getroffen. Nur bei einigen Resonanzen weichen Hohe und Frequenz ge-
ringfiigig ab. Jedoch wird der prinzipielle Kurvenverlauf immer von der Rechnung mit in-
terpolierten Daten wiedergegeben. Fiir andere Frequenzbereiche und die anderen Tor- und
Ubertragungsadmittanzen sowie -impedanzen ergeben sich vergleichbare Ubereinstimmun-
gen.

Wiéhrend die Berechnung des kompletten Frequenzganges einschliefilich der Feldberechnung
iiber 1069 CPU-Stunden benétigt, sind fiir den Frequenzgang mit interpolierten Daten nur
knapp 407 CPU-Stunden verwendet worden. Dabei ist die Zeit zur Berechnung der Stiitz-
stellen (7 Stunden) und die Interpolation (weniger als 10 Minuten) schon eingeschlossen.
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Bild 5.4: Direkt berechneter Absolutwert der oberspannungsseitigen Toradmittanz im Vergleich mit inter-
poliert berechnetem am Beispiel des Modells 1 des 110-kV-/10-kV-Transformators.
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Bild 5.5: Direkt berechnete Phase der oberspannungsseitigen Toradmittanz im Vergleich mit interpoliert
berechneter am Beispiel des Modells 1 des 110-kV-/10-kV-Transformators.
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Neben dem Vorteil der Zeitersparnis um rund 60 % ergibt sich noch ein geringerer Speicher-
bedarf. Fiir die Berechnung der Stiitzstellen sowie fiir den kompletten Frequenzgang sind
rund 750 MB Hauptspeicher erforderlich. Bei einer Berechnung des Frequenzganges aus den
interpolierten Daten senkte sich dieser dann aber auf 365 MB ab. Zwar sind etwa 1000 MB
interpolierte Daten auf der Festplatte dafiir notwendig; diese stellen jedoch tiblicherweise
kein Problem dar.

Insgesamt legen die Uberstimmung der Frequenzginge und die enorme Einsparung an Rech-
nerressourcen die Verwendung von interpolierten Feldberechnungen bei der Bestimmung
von umfangreichen Frequenzgingen nahe. So ist es durch die Interpolation erst méglich, bei
umfangreicheren Modellen in Frequenzbereichen tiber 1 MHz mit vielen berechneten Eigen-
frequenzen die Dichte der untersuchten Frequenzen hoch genug zu halten, um die einzelnen
Eigenfrequenzen auflésen zu kénnen. Einige Beispiele dafiir werden im folgenden Abschnitt
erlautert.

5.3 Frequenzginge von Leistungstransformatoren

In diesem Abschnitt werden die am Beispiel des 110-kV-/10-kV-Transformators berechneten
Frequenzgiinge diskutiert. Verwendet wird dabei die oben beschriebene Interpolationsmetho-
de, um den Rechenaufwand in Grenzen zu halten. Erwartet werden fiir die Frequenzgange
zahlreiche Eigenfrequenzen, wie ein einfaches Beispiel zeigt.

Betrachtet wird dazu eine Spule wie in Abbildung 5.6. Zunichst seien die Selbstindukti-
vitdten L aller Windungen, alle Gegeninduktivitdten M sowie die Kapazitiiten C zwischen
den Windungen jeweils identisch. Unter diesen speziellen Voraussetzungen herrscht eine
vollstéindige Symmetrie zwischen den Windungen, weil durch alle Knotenpunkte in der Ab-
bildung 5.6 der gleiche Strom fliefit. Bei insgesamt n Windungen mit den induktiven Strémen
Ip; mit 1 <4 < nfallt dann tiber jeder Windung die Spannung

AUi=jw- (L-Ip;+M- I+ + I, — 1) (5.40)
ab. Anstatt nun an dieser Stelle simtliche Maschengleichungen zu einem Gleichungssystem
zusammenzufassen, soll die Symmetrie der Spule ausgenutzt werden. Da alle Windungen

untereinander identisch sind, miissen alle Windungsstréme {ibereinstimmen, so dass aus
Gleichung (5.40)

AU =jw-(L+(n~1)-M) I, (54

Bild 5.6: Spule mit identischen Selbstinduktivititen L sowie Gegeninduktivititen M fiir alle Windungen.
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folgt. Diese Spannungsdifferenz entspricht dem Spannungsabfall iiber den Kondensatoren

' 1 1
A.Qc~m'lc—m'(l—h)y (5.42)

so dass sich durch Gleichsetzen der Ausdruck

I - I
LT 1w C L+ (n-1)- M)

(5.43)
ergibt. Eine Resonanz findet man nur bei der einen Frequenz, die den Leiterstrom I maxi-
mal werden ldsst, also bei

1
TV Lrm-o1). M)

w (5.44)

Ginzlich anders ist die Situation, wenn die Gleichung (5.40) nicht mehr gilt, weil keine iden-
tische Induktivitdten angenommen werden kénnen. In realen Spulen sind die Induktivitdten
untereinander zwar dhnlich, jedoch aufgrund der unterschiedlichen riumlichen Lagen der
Windungen nicht mehr gleich. Dann fijhrt jede Windung als eigenstindiger Energiespeicher
zu einer Resonanz. Fiigt man noch eine zweite Spule hinzu, erhéht sich die Anzahl der
mdoglichen Resonanzen um ein Vielfaches; denn es kénnen nun nicht nur die spuleninternen
Schwingkreise, sondern auch Kopplungen zwischen den Spulen angeregt werden. Schlief-
lich kommen auch noch Erdkapazititen hinzu, die als weitere Energiespeicher zusitzliche
Resonanzkreise mit den Windungen bilden.

In Transformatoren muss man also mit einer Vielzahl von Eigenfrequenzen rechnen. Bevor
jedoch auf die eigentlichen Frequenzginge eingegangen werden soll, muss noch die automa-
tische Verteilung der Kapazititen zwischen den Leitern beschrieben werden.

5.3.1 Verteilung der Kapazititen

Zusdtzlich zu den erwdhnten Erdkapazititen und Koppelkapazititen treten auch zwischen
den Scheiben oder Lagen der Windungen Kapazititen sowie Windungskapazititen zwischen
den einzelnen Windungen auf. Letztere sind bei der Modellierung der kapazitiven Kopplun-
gen unberiicksichtigt geblieben, weil ihre Anzahl — derzeit noch - zu gro8 ist. Betrachtet
man nur die direkt benachbarten Windungen, so kommen fiir jeden Leiter mindestens zwei
Windungskapazititen in Frage, so dass allein durch diese mit deutlich {iber 10000 Kapa-
zitdten zu rechnen wire. Zum Vergleich betrigt die grofite in dieser Arbeit beriicksichtigte
Anzahl an Kapazitdten gut 4000. Da sich die Windungskapazitéiten aufgrund ihrer geringen
Grofle erst bei hohen Frequenzen auf den Frequenzgang auswirken, entstehen durch ihre
Vernachldssigung kaum Fehler.

Bei der groflen Anzahl der in den Modellen vorhandenen Leiter sowie der daraus resultie-
renden Zahl an Kapazititen ist es notwendig, die Kapazititen automatisch zu verteilen. Im
Folgenden sollen die dazu verwendeten Algorithmen beschrieben werden.

Grundsétzlich wird immer das Prinzip der nichsten Nachbarn angewendet. Nur zwischen
diesen werden kapazitive Kopplungen berticksichtigt. Obwohl natiirlich auch Kapazititen
zwischen den Leitern existieren, zwischen denen auch noch andere Leiter liegen, werden
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Bild 5.7: Aufteilung einer Kapazitst in Form von II-Ersatzschaltbildern.

diese erst bei deutlich hdheren Frequenzen relevant und kénnen daher vernachliissigt werden.
Eine bessere Néherung ist zur Zeit nicht méglich, da die Anzahl der zu beriicksichtigenden
Kapazitaten andernfalls zu gro wird.

Alle Kapazititen werden in Form von II-Ersatzschaltbildern zur Hilfte vor und hinter den
Leitern angeordnet. Dabei entfillt zusitzlich eine Hilfte der Kapazitit immer auf die Hin-
leiter, wihrend die andere zwischen den Riickleitern wirkt. Schematisch ist diese Aufteilung
in der Abbildung 5.7 dargestellt. In diesem Beispiel wird eine Koppelkapazitit zwischen ei-
ner Windung der Oberspannungswicklung und einer Windung der Unterspannungswicklung
betrachtet. Jeweils ein Anteil von C/2 wird dabei den Hin- und Riickleitern zugeordnet. Im
Ersatzschaltbild wird dieser Anteil dann zur Hilfte, also C/4, vor und hinter den Leiterin-
duktivititen eingefiigt. Zwischen den gemeinsamen Knotenpunkten von Hin- und Riickleiter
ergibt sich damit eine Kapazitit von C/2.

Auf diese Weise werden die Koppelkapazititen sowie die Scheiben- und Lagenkapazititen
geméf des Ersatzschaltbildes 5.7 auf einzelne Windungen verteilt. Zu beachten ist dabei,
dass immer nur Kapazititen zwischen Knotenpunkte gelegt werden, die auf derselben Seite
des Eisenkerns liegen. Eine Lingskapazitit, die zwei Knoten vorne und hinten verbindet,
verletzt mit dem durch sie hindurch flieBenden Strom die Bedingung (2.34), denn diese
besagt, dass die Summe der Leiterstréme durch die Modellebene identisch Null sein muss.

Auch bei den Erdkapazititen wird diese Bedingung eingehalten. Aus diesem Grund werden
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Bild 5.8: Beriicksichtigte Erdkapazitéten.
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Erdkapazititen in dieser Arbeit nur von Knotenpunkten vor dem Leiter zum Erdknoten-
punkt gefiihrt. Fiir die Knotenpunkte auf der anderen Seite des Eisenkerns ist keine direkte
Verbindung zum Erdknotenpunkt zuléssig. Die konkrete Verteilung der Erdkapazitiiten zeigt
die Abbildung 5.8. Berlicksichtigt werden die Erdkapazitdten nur von solchen Leitern, die
eine Wicklung oben und unten sowie zum Schenkel hin begrenzen. Bei der Oberspannungs-
wicklung entfallen die kapazitiven Kopplungen zu einem Schenkel, weil sich bei dreiphasigen
Transformatoren die Oberspannungswicklung der néchsten Phase anschliefit. Die gesamte -
2.B. durch eine Messung bestimmte - Erdkapazitit einer Wicklung wird gleichméafig auf alle
Windungen verteilt. Mit dieser Niherung vernachldssigt man die unterschiedlichen Absténde
zum Joch und zum Schenkel sowie die Kantenlédngen der Leiter in der Unterspannungswick-
lung.

Ein anderes Vorgehen wird bei den Lagen- oder Scheibenkapazititen gewihlt. Da fiir diese
keine Messwerte vorliegen, werden die Lagenkapazititen mit der Formel fiir Zylinderkon-
densatoren der Linge !
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Bild 5.10: Beriicksichtigte Koppelkapazititen.

abgeschétzt. Die inneren und #uferen Radien sind dabei durch r; und r, gegeben. Bei
Scheibenwicklungen mit einem Abstand d kann man von Plattenkondensatoren ausgehen,
fiir die

_er (i)

¢ d

(5.46)

gilt. So ermittelte Scheiben- und Lagenkapazititen werden dann, wie in Abbildung 5.9
verdeutlicht wird, zu gleichen Teilen zwischen den sich jeweils gegeniiberliegenden Leitern
angeordnet. Als Voraussetzung dafiir miissen jedoch alle benachbarten Lagen oder Scheiben
die gleiche Windungszahl aufweisen. Dieses ist bei den hier untersuchten Modellen der Fall,
so dass auf einen komplexeren Verteilungsalgorithmus verzichtet wird.

Bei den Koppelkapazititen muss jedoch ein anderes Verfahren verwendet werden, weil die
Anzahl der durch Kapazitéten zu verbindenden Leiter in den beiden Wicklungen unter-
schiedlich ist. Zwar kann die gesamte Koppelkapazitit zwischen zwei Wicklungen auch iiber
einen Zylinderkondensator abgeschitzt werden, sofern keine Messungen vorliegen; eine Ver-
teilung zu gleichen Anteilen ist jedoch nur in Ausnahmefillen méglich. In der Abbildung
5.10 wird ein typisches Beispiel illustriert. Den vier Leitern pro Lage in der Unterspan-
nungswicklung stehen drei Scheiben in der Oberspannungswicklung gegeniiber. Grundlage
fiir die Verteilung der Koppelkapazitat ist hier der Ansatz, dass pro Lingeneinheit die Ka-
pazitdt zwischen den beiden Wicklungen gleich sein soll. Falls die beiden Wicklungen etwa
die gleiche Hohe aufweisen, ist diese Ndherung plausibel.

Wenn die Kapazitit pro Lingeneinheit konstant verteilt wird, bedeutet das, dass von jedem
Leiter der einen Wicklung die gleiche Kapazitit zu Leitern der anderen Wicklung fiihrt. Bei
unglejchen Leiterzahlen in beiden Wicklungen kénnen deshalb nicht immer nur zwei Lei-
ter kapazitiv verbunden werden. Vielmehr werden eine Reihe kleiner Elementarkapazititen
C wie in der Abbildung 5.10 verteilt. Deren Zahl ist gleich dem kleinsten gemeinsamen
Vielfachen der zu verbindenden Leiter. Diese Elementarkapazititen werden nun von oben
nach unten zwischen den Leitern angeordnet. Ist der Anteil eines Leiters an der Gesamt-
kapazitdt erreicht, geht man zum néchsten iiber. So konnen Leiter der einen Wicklung
durchaus mit mehreren Leitern der anderen Wicklung kapazitiv verbunden sein. Bei dem
Beispiel in Abbildung 5.10 bewirkt diese Art der Aufteilung, dass jeder der vier Leiter der
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innenliegenden Unterspannungswicklung mit jeweils einer Kapazitit von 3 - C an die Ober-
spannungswicklung gekoppelt ist. Umgekehrt betrigt die Kapazitit zwischen den Leitern
der Oberspannungswicklung und der Unterspannungswicklung 4 - C. Insgesamt sind damit
fiir Hin- und Riickleiter 24 - C verteilt worden. Daraus kann man abschlieflend die Gréfe der
Elementarkapazitit C' bestimmen.

Mit dem hier vorgestellten Verfahren ist es moglich, die Verteilung von mehreren Tausend
Kapazititen zwischen den Leitern automatisch durchzufiihren. Dabei sind mehrere Nihe-
rungen eingefiihrt worden, bei denen immer diskrete Kapazitaten Verwendung finden. Dieses
ist ein systematischer Fehler, denn tatsichlich erstrecken sich die kapazitiven Kopplungen
kontinuierlich iiber die gesamten Windungen. Da das verwendete Modell der Induktivititen
jedoch diskrete Leiter vorgibt, kann man die Kapazitidten nur daran anpassen. Auch kénnen
die hier beschriebenen Vorgehensweisen nicht unbedingt auf alle mit der Randelementme-
thode berechenbaren Geometrien verallgemeinert werden. Eine Rechtfertigung findet diese
Methode darin, dass die berechneten Frequenzgénge vom Erscheinungsbild mit denjenigen
iibereinstimmen, die von anderen Transformatoren messtechnisch ermittelt worden sind.

5.3.2 Berechnete Frequenzginge des 110-kV-/10-kV-Transformators

Am Beispiel des von der Streuinduktivititsberechnung her bekannten 110-kV-/10-kV-Trans-
formators sollen die rechnerisch bestimmten Frequenzginge diskutiert werden. Dabei steht
auch in diesem Abschnitt der Vergleich zwischen den verschiedenen Modellen im Vorder-
grund. Die in der Tabelle 5.1 angegebenen Rechenzeiten zeigen, dass der Rechenzeitbedarf
bei detaillierteren Modellen stark ansteigt, so dass wieder liberpriift werden muss, ob man
auch mit gréberen Modellen zu aussagekriiftigen Ergebnissen kommen kann.

Modell | Kapazititen Rechner CPU-Zeit
1 1635 HP-12000 23711 min
2 2743 HP-V2250 104750 min
3 4151 HP-N4000 und HP-V2250 | 255586 min

Tabelle 5.1: Anzahl der beriicksichtigten Kapazititen und Rechner-Ressourcen zur Bestimmung der Fre-
quenzginge.

Berechnet worden sind jeweils die Frequenzginge der Modelle 1, 2 und 3 des 110-kV-/10-kV-
Transformators in einem Frequenzbereich von 1 Hz bis 10 GHz. Mit einer logarithmischen
Schrittweite von 1 % sind 2314 Punkte ausgewertet worden. In den Modellen wird von
den vom Hersteller gemessenen Erdkapazititen von 1,5 nF fiir die Oberspannungswicklung
und 5,0 nF fiir die Unterspannungswicklung sowie von einer Koppelkapazitit zwischen den
beiden Wicklungen von 3,3 nF ausgegangen. Die Lagen- und Scheibenkapazitéiten sind mit
den Beziehungen (5.45) und (5.46) abgeschitzt worden. Dabei haben sich Kapazititen von
8,0 nF zwischen den Lagen der Unterspannungswicklung und etwa 0,5 nF zwischen den
Scheiben der Oberspannungswicklung ergeben. Die Gesamtzahl der so erzeugten diskreten
Kapazititen ist in der Tabelle 5.1 aufgefiihrt. Zu beachten ist dabei, dass hier nur einphasige
Modelle sowie die Interpolationsmethode fiir die induktiven Kopplungen verwendet worden
sind. Dreiphasige Modelle sind aufgrund ihrer enormen Anzahl an Kapazititen derzeit nicht
berechenbar, zumal fiir einen aussagekriftigen Frequenzgang eine gewisse Mindestdichte der
berechneten Punkte vorhanden sein muss. Der Verzicht auf dreiphasige Modelle hat nach
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den Berechnungen und Messungen in [24] nur geringen Einfluss auf die Ergebnisse.

Zunichst soll der Frequenzgang der oberspannungsseitigen Eingangsadmittanz Yi; unter-
sucht werden. Diese ist im Kurzschlussfall bei eingeprigter Spannung proportional zum
Eingangsstrom in der Oberspannungswicklung und damit von besonderem Interesse. Dar-
gestellt ist der Bereich von 10 kHz bis 600 kHz in logarithmischer Darstellung. In dieses
Frequenzintervall fallen die ersten zehn Eigenfrequenzen, die in der Tabelle 5.2 aufgefiihrt
sind. Als Eigenfrequenzen werden hier die Pole der Eingangsadmittanz Y;; bezeichnet.

Nummer | Frequenz
22,5 kHz
63,2 kHz
111,0 kHe
143,9 kHz
192,0 kHz
253,9 kHz
313,0 kHz
364,3 kHz
441,8 kHz
497,9 kHz

5000w

Tabelle 5.2: Ermittelte niedrige Eigenfrequenzen der oberspannungsseitigen Eingangsadmittanz ¥;; fiir das
Modell 3 des 110-kV-/10-kV-Transformators.

Den Verlauf der oberspannungsseitigen Eingangsadmittanz Yy, beziiglich Betrag und Phase
zeigt das Abbildungspaar 5.11 und 5.12. Bei etwa 10 kHz findet der Ubergang vom indukti-
ven zum kapazitiven Verhalten statt. An dieser Stelle weist Y1, eine Nullstelle auf. Danach
zeigt der Frequenzgang eine Reihe von Eigenfrequenzen, die sowohl an der Amplitude als
auch an der Phase zu erkennen sind. Bei Frequenzen iiber 100 kHz nimmt die Dichte der
Eigenfrequenzen merklich zu. Die Frequenzgiinge in den Abbildungen 5.11 und 5.12 sind mit
dem grébsten Modell 1 des 110-kV-/10-kV-Transformators berechnet worden. Auf den nach-
folgenden Seiten zeigen die Abbildungen 5.13 und 5.14 unter identischen Voraussetzungen
berechnete Frequenzginge mit dem Modell 2; die mit Modell 3 bestimmten Frequenzgénge
sind in den Abbildungen 5.15 und 5.16 dargestellt.

Ein Vergleich der drei mit den unterschiedlichen Modellen ermittelten Frequenzginge zeigt
zundchst leichte Unterschiede zwischen dem Modell 1 und den anderen beiden. Zwischen
den beiden Modellen 2 und 3 sind die Differenzen jedoch nur noch minimal. Dieses kann als
erstes Indiz dafiir aufgefasst werden, dass man auch bei der Berechnung von Frequenzgéingen
im unteren Frequenzbereich schon bei recht groben Modellen konvergierende Ergebnisse
erhalten kann.

Bei hoheren Frequenzen kann diese Aussage natiirlich nicht mehr zutreffen. In Bereichen
oberhalb von 1 MHz macht sich die detaillierte Modellierung der Induktivititen und der
Kapazitdten zunehmend bemerkbar. Auch dieses Verhalten kann an den Frequenzgingen
der oberspannungsseitigen Eingangsadmittanz gezeigt werden. Als Beispiel dienen dafiir die
Frequenzginge der Modelle 1 und 2 im Frequenzbereich zwischen 1 MHz und 100 MHz.
In den Abbildungen 5.17 und 5.18 sowie 5.19 und 5.20 sind jeweils Betrag und Phase der
Eingangsadmittanz dargestellt. Dabei sind Unterschiede zu erkennen.

Zunichst ist die markante Resonanzspitze, die bei Modell 1 bei etwa 1,06 MHz ermittelt
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Bild 5.11: Berechnete oberspannungsseitige Eingangsadmittanz Y); des 110-kV-/10-kV-Transformators fiir
das Modell 1.
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Bild 5.12: Berechnete Phase der oberspannungsseitigen Eingangsadmittanz Y; des 110-kV-/10-kV-Trans-
formators fiir das Modell 1.
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Bild 5.13: Berechnete oberspannungsseitige Eingangsadmittanz ¥7; des 110-kV-/10-kV-Transformators fiir
das Modell 2.
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Bild 5.14: Berechnete Phase der oberspannungsseitigen Eingangsadmittanz Y;; des 110-kV-/10-kV-Trans-
formators fiir das Modell 2.

121




5.3 Frequenzgéinge von Leistungstransformatoren

0.006 T

0.005 | i
0.004 | l

0.003 - H

Yy [S]

0.002 E

0.001 i

0.000 .
10 100

Frequenz f[kHz]
Bild 5.15: Berechnete oberspannungsseitige Eingangsadmittanz Y;; des 110-kV-/10-kV-Transformators fiir
das Modell 3.
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Bild 5.16: Berechnete Phase der oberspannungsseitigen Eingangsadmittanz Y; des 110-kV-/10-kV-Trans-
formators fiir das Modell 3.
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worden ist, im Modell 2 nicht mehr vorhanden. Eine andere Spitze dhnlicher Héhe befindet
sich stattdessen bei etwa 3 MHz. Einige weitere sind zwischen 10 MHz und 100 MHz zu
erkennen. Diese nur wenig geddmpften Spitzen bilden sich infolge von Resonanzen zwischen
den kleinsten Energiespeichereinheiten aus, den Windungen. Bedingt durch die dabei kurze
Leiterldnge kénnen die beriicksichtigten ohmschen Widerstinde einschliefilich der Wirbel-
stromeffekte die Resonanz nur wenig wirksam ddmpfen. Im folgenden Abschnitt wird auf
diese Eigenfrequenzen noch nsher eingegangen.

Weiterhin ist die Anzahl der Eigenfrequenzen im Modell 1 deutlich niedriger als im Mo-
dell 2. Verursacht wird dieses Verhalten durch die héhere Anzahl an unabhingigen Ener-
giespeichern — Induktivitdten und Kapazititen — des Modells 2, denn prinzipiell gilt, dass
n Energiespeicher n Eigenwerte und damit bis zu § Eigenfrequenzen hervorrufen. Aus dem
gleichen Grunde erhéht auch das Modell 3 erneut die Anzahl der Eigenfrequenzen. Die zu-
gehorigen Frequenzgénge sind in den Abbildungen 5.21 und 5.22 dargestellt. Wahrend der
allgemeine Kurvenverlauf bei Betrag und Phase weitestgehend erhalten bleibt, siﬁd zusitz-
lich im Bereich um 10 MHz nun auch Eigenfrequenzen zu erkennen, die bei den Modellen 1
und 2 noch nicht vorhanden gewesen sind. Ab ca. 100 Mhz sind bei allen Modellen die
Eigenfrequenzen abgeklungen, und die Eingangsadmittanz steigt infolge des nunmehr rein
kapazitiven Verhaltens an. Prinzipiell dhnliche Frequenzginge weisen auch die unterspan-
nungsseitige Eingangsadmittanz Y3, sowie die Ubertragungsadmittanzen Y;, und Yy auf.
Aufgrund der Unterschiede zwischen den Modellen wird deutlich, dass im Bereich von Fre-
quenzen iiber 1 MHz die Verwendung zu grober Modelle zu wesentlich unterschiedlichen
Frequenzgingen filhren kann. Dabei darf dieser Frequenzbereich nicht grundsétzlich ver-
nachldssigt werden, denn durch schnelle Schaltvorginge mit SFg-Trennern oder Blitzein-
schlége konnen abgeschnittene Wanderwellen entstehen, die wiederum in Schaltanlagen
mehrfach reflektiert werden. In den Spektren solcher Reflexionswellen sind merklich hoch-
frequente Anteile enthalten. Wenn diese die entdimpften Resonanzen anregen, kdnnen Teile
der Anlage, wie 2.B. Schalter oder der Transformator selber, durch zu grofie Stréme zerstért
werden. Vergleichende Messungen des Herstellers liegen nicht vor, denn diese sind extrem
aufwendig. Z.B. leiten die Durchfiihrungskapazititen bei solch hohen Frequenzen schon einen
groflen Anteil des Stromes ab.

Neben den Frequenzgéingen der Eingangsadmittanz sollen auch noch die Frequenzgéinge der
Eingangsimpedanz Z;; betrachtet werden. Im Gegensatz zur Eingangsadmittanz, die im
Kurzschlussfall die Stréme bestimmt, ist die oberspannungsseitige Eingangsimpedanz um-
gekehrt proportional zum oberspannungsseitigen Leerlaufstrom bei gegebener Spannung.
Wie auch bei der Eingangsadmittanz sollen hier wieder die Modelle 1 bis 3 untersucht wer-
den. Nach Betrag und Phase aufgeteilt, sind die Frequenzgéinge der oberspannungsseitigen
Eingangsimpedanz Zy; des Modells 1 in den Abbildungen 5.23 und 5.24 dargestellt, wihrend
die Abbildungen 5.25 und 5.26 die Frequenzginge von Modell 2 und die Abbildungen 5.27
und 5.28 die von Modell 3 enthalten.

Auch bei den Eingangsimpedanzen ist eine weitgehende Ubereinstimmung im Frequenzbe-
reich bis 1 MHz vorhanden. Tatséchlich differieren die Frequenzginge der Modelle 2 und 3
in diesem Bereich nur geringfiigig (vgl. Abbildungen 5.25 bis 5.28), wihrend bei Modell 1
Abweichungen vor allem in der Phase festzustellen sind. Oberhalb von 1 MHz treten dann
auch verstirkt Unterschiede zwischen den Modellen 2 und 3 auf, wie ein direkter Vergleich
zwischen den Abbildungen 5.26 und 5.28 zeigt.

Als Beispiel fiir die geringe Abweichung bei niedrigen Frequenzen sei hier noch auf die Reso-
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Bild 5.17: Berechnete oberspannungsseitige Eingangsadmittanz Y3, des 110-kV-/10-kV-Transformators fiir
das Modell 1.
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Bild 5.18: Berechnete Phase der oberspannungsseitigen Eingangsadmittanz Y1, des 110-kV-/10-kV-Trans-
formators fiir das Modell 1.
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Bild 5.19: Berechnete oberspannungsseitige Bingangsadmittanz Y1 des 110-kV-/10-kV-Transformators fiir
das Modell 2.
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Bild 5.20: Berechnete Phase der oberspannungsseitigen Eingangsadmittanz ¥;; des 110-kV-/10-kV-Trans-
formators fiic das Modell 2.
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Bild 5.21: Berechnete oberspannungsseitige Eingangsadmittanz Yi; des 110-kV-/10-kV-Transformators fiir
das Modell 3.
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Bild 5.22: Berechnete Phase der oberspannungsseitigen Eingangsadmittanz Y1, des 110-kV-/10-kV-Trans-
formators fiir das Modell 3.
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Bild 5.23: Berechnete oberspannungsseitige Eingangsimpedanz Z;; des 110-kV-/10-kV-Transformators fiir
das Modell 1.
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Bild 5.24: Berechnete Phase der oberspannungsseitigen Eingangsimpedanz Z;; des 110-kV-/10-kV-Trans-
formators fiir das Modell 1.
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Bild 5.25: Berechnete oberspannungsseitige Eingangsimpedanz Zy; des 110-kV-/10-kV-Transformators fiir
das Modell 2.
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Bild 5.26: Berechnete Phase der oberspannungsseitigen Eingangsimpedanz Z;; des 110-kV-/10-kV-Trans-
formators fiir das Modell 2.
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Bild 5.27: Berechnete oberspannungsseitige Eingangsimpedanz Z;; des 110-kV-/10-kV-Transformators fiir
das Modell 3.

Phase ¢ [rad]

a1 | LA

2 L

3 L

1 Il 1 L

0,01 0,1 10

1
Frequenz f [MHz]

Bild 5.28: Berechnete Phase der oberspannungsseitigen Eingangsimpedanz Zy; des 110-kV-/10-kV-Trans-
formators fiir das Modell 3.
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5.4 Lokale Stromverteilung innerhalb der Wicklungen

nanz zwischen der Hauptinduktivitit und der Eingangskapazitét hingewiesen. Beide Groflen
variieren von Modell 1 bis 3 nur wenig, so dass die Eingangsimpedanz diese Ubereinstim-
mung widerspiegeln muss. Die Abbildungen 5.29 und 5.30 zeigen die oberspannungsseitige
Eingangsimpedanz Zy; im Bereich um 100 Hz, in dem diese Resonanz bei einer Hauptin-
duktivitdt von knapp 2000 H und einer Eingangskapazitit von einigen nF gemif

1

f=oVio

liegen sollte. Die dargestellten Kurven unterscheiden sich im untersuchten Frequenzbereich
sowohl beziiglich des Betrags als auch der Phase nur um wenige Prozent. Es ist dabei aber
keine Tendenz von Modell zu Modell abzuleiten, da die Modelle 1 und 3 fast deckungsgleiche
Frequenzgénge anfweisen, wihrend das Modell 2 etwas abweicht.

(5.47)

Insgesamt kann als Ergebnis der Frequenzgangsberechnung festgehalten werden, dass mxt der
Randelementmethode bei nachgeschalteter Netzberechnung zwar plausible Frequenzginge
berechnet werden kdnnen, mangels vergleichbarer Messdaten ist jedoch keine Aussage iiber
die Genauigkeit der Rechnungen méglich. Als Fehlerquelle kommt hier vor allem die Model-
lierung der Kapazitéten in Frage. Lediglich die sich im Frequenzbereich bis 1 MHz ergebende
Konvergenz lasst darauf schliefien, dass das Verfahren bei einer volistindigen Modellierung
auch realistische Ergebnisse liefern kann. Bei hoheren Frequenzen lassen sich nur noch ten-
denzielle Aussagen gewinnen. Im néchsten Abschnitt wird nun die Frage untersucht, welche
Stromverteilungen sich innerhalb der Wicklungen bei Speisung mit einer Exgenfrequenzen
entlang der Spulenachse einstellen.

5.4 Lokale Stromverteilung innerhalb der Wicklungen

Anhand der im vorangegangenen Abschnitt bestimmten Toradmittanzen sind bereits die
ersten Bigenfrequenzen des 110-kV-/10-kV-Transformators ermittelt worden (vgl. dazu auch
Tabelle 5.2). Wahrend bei Frequenzen unterhalb der ersten Eigenfrequenz das magnetische
Feld weitgehend gleichmiBig iiber den zweidimensionalen Querschnitt verteilt ist, dndert
sich dieses Verhalten in der Nihe der ersten Eigenfrequenz. Durch die Kapazititen kénnen
Stréme aus einer Wicklung heraus- oder hineinflieBen, wie es in [13] beschrieben ist. Es bilden
sich dabei Bereiche entlang der Wicklung aus, in denen entgegengesetzte Strome flieSen; die
zugehorige Feldverteilung wird Eigenform genannt. An verschiedenen Transformatoren sind
diese Eigenformen in [24] gemessen worden. Grundlage fiir regelmifige Eigenformen sind
zahlreiche Maschen aus weitgehend gleichen Kapazititen und Induktivititen zwischen den
Windungen.

Eine auf der Randelementmethode beruhende Feldberechnung unter Beachtung der kapazi-
tiven Kopplungen erméglicht eine nummerische Uberpriifung dieser Eigenformen bei Spei-
sung mit Eigenfrequenzen. Wihrend in [13] die Eigenformen auf die Erdkapazititen zuriick-
gefiihrt werden, sind bei dem hier untersuchten Modell hauptsichlich die Koppelkapazititen
zwischen der Ober- und der Unterspannungswicklung fiir die Bildung der Eigenformen ver-
antwortlich. Als Ursache dafiir muss vor allem die Art der Diskretisierung der Kapazititen
angesehen werden. Bei einer Oberspannungswicklung mit Scheibenspulen werden nur Erdka-
pazititen an den oberen und unteren Scheiben beriicksichtigt, so dass keine Erdkapazititen
langs der Spulenachse vorhanden sind. Anders ist die Situation bei der Koppelkapazitit. In
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Bild 5.20: Berechnete oberspannungsseitige Eingangsimpedanz Z;; der Modelle 1 bis 3 im Vergleich in der
Néhe der Resonanz zwischen Hauptinduktivitst und Eingangskapazitiit.
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Bild 5.30: Berechnete Phase der oberspannungsseitigen Eingangsimpedanz Zy; der Modelle 1 bis 3 im
Vergleich in der Nahe der Resonanz zwischen Hauptinduktivitit und Eingangskapazitét.
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5.4 Lokale Stromverteilung innerhalb der Wicklungen

dem hier verwendeten Modell ist diese gleichmdfig zwischen den benachbarten Leitern der
Ober- und Unterspannungswicklung aufgeteilt.

Fiir einen sekundérseitigen Kurzschluss ist die Verteilung der Leiterstrme entlang der Ober-
spannungswicklung fiir den Bereich der ersten zehn Eigenfrequenzen in der Abbildung 5.31
dargestellt. Deutlich zu erkennen ist die fast sinusférmige Verteilung der Leiterstréme ent-
lang der Wicklungsachse. Dieses erinnert an stehende Wellen. Bei den Eigenformen’ ent-
spricht eine Wellenlinge zwei Bereichen — sinusférmigen Bégen — mit entgegengesetzter
Stromrichtung, wie von [24] gemessen worden ist. Analog zu den Oberschwingungen bei
stehenden Wellen auf Saiten kommt auch hier mit jeder Eigenfrequenz eine Halbwelle da-
zu. Dabei erfiillt die Wellenlinge der Oberschwingung n die aus der Mechanik bekannte
Bedingung

Do = 2, (5.48)

wobei k die Spulenhshe darstellt, vgl. dazu auch [25]. Im Gegensatz zur schwingenden Saite,
bei der beliebig hohe Oberschwingungen auftreten kénnen, ist hier jedoch die Anzahl der
Eigenformen durch die Windungszahl begrenzt. Innerhalb einer Windung kann sich die
Stromrichtung nicht umkehren, so dass keine kleineren Einheiten gegeneinander schwingen
konnen.

Ein insgesamt recht dhnliches Verhalten ergibt sich auch im Leerlauffall, wie die Abbildung
5.32 zeigt. Zwar sind die Eigenformen bei den ersten Eigenfrequenzen noch etwas gestért,
aber etwa ab der fiinften Eigenfrequenz bilden sich auch hier recht deutlich sinusférmige
Bégen heraus. Da die Induktivitdten sowie die ohmschen Widerstinde der einzelnen Win-
dungen der Oberspannungswicklung relativ dhnlich sind, ergeben sich fiir die Spannungs-
abfille entlang der Wicklung quasi identische Verteilungen. Um rund eine viertel Wellenliinge
der Eigenform verschoben sind hingegen die kapazitiven Stréme, die immer im Bereich des
Vorzeichenwechsels im Leiterstrom ihr Maximum annehmen.

Im Detail sind die berechneten Stromverteilungen fiir die ersten vier Eigenfrequenzen in der
Abbildung 5.33 wiedergegeben. Dargestellt sind Betrag und Phase der Leiterstrome entlang
der Wicklungsachse im Kurzschlussfall. Durch die Verwendung des Betrages ergeben sich
sinusartige Kurven fiir den Strom nur unter Beriicksichtigung der Phase. Bei jeder Nullstelle
des Betrages liegt bedingt durch den Sprung in der Phase von etwa 7 ein Vorzeichenwechsel
im Strom vor.

Mit steigender Frequenz nimmt die Anzahl der gegeneinander schwingenden Bereiche in den
Eigenformen zu. In gleichem Mafle nimmt deren Grofle ab. Etwa bei Frequenzen von 1 MHz
werden diese so klein, dass sie nur noch einzelne Windungen enthalten. Man kann dann keine
Eigenformen in der Stromverteilung mehr auflésen. Windungen sind in diesem Modell die
kleinsten Bereiche, die gegeneinander schwingen kénnen. Dieses wird vom induktiven Mo-
dell bestehend aus Hin- und Riickleiter festgelegt. Durch die geringe Impedanz aufgrund der
kurzen Lange einer Windung kinnen sich besonders hohe Resonanzspitzen im Bereich dieser
Eigenfrequenzen bilden, obwohl ohmsche sowie Wirbelstromverluste beriicksichtigt werden.
In den Abbildungen 5.17, 5.19 sowie 5.21 sind einige dieser fast ungedimpften Resonan-
zen zu erkennen. Es kann dabei innerhalb einzelner Windungen zu Strémen kommen, die
deutlich iiber den Nennstromen der Wicklungen liegen. Ansataweise ist diese Uberhdhung
schon an den Strémen bei etwa 1 MHz in der Abbildung 5.31 zu sehen. Je kleiner die
gegeneinander schwingenden Bereiche werden, desto grofler sind die Spannungsgradienten
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Bild 5.31: Raumliche Abhingigkeit der Leiterstrome entlang der Wicklungsachse bei einem unterspannungs-
seitigen Kurzschluss im Bereich der ersten zehn Eigenfrequenzen.
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Bild 5.32: Raumliche Abhingigkeit der Leiterstréme entlang der Wicklungsachse im Leerlauffall im Bereich
der ersten zehn Eigenfrequenzen.
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Bild 5.33: Stromverteilung in der Oberspannungswicklung bei den ersten vier Eigenfrequenzen im Kurz-

schlussfall.
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5 Ermittlung der Frequenzginge und Eigenformen von Leistungstransformatoren

zwischen benachbarten Windungen. Daraus resultierende Spannungsdifferenzen belasten die
Windungsisolation besonders stark. Dabei tritt eine solche Beanspruchung im Abstand einer
halben Wellenlange der Eigenform iiber die ganz Wicklung verteilt gleich mehrfach auf.

Wie schon bei den Frequenzgingen fehlen auch hier Messungen fiir einen Vergleich mit
den Rechnungen. So bleibt nur festzuhalten, dass die Kombination einer Feldberechnung
mit der Randelementmethode sowie einer Netzberechnung tatsichlich die Eigenformen in
der Stromverteilung - und damit auch im magnetischen Feld lings der Spulenachse ~ lie-
fert. Offensichtlich ist dafiir das zu Grunde liegende Modell der kapazitiven Kopplungen
ausreichend. Neben den im vorangegangenen Abschnitt diskutierten Uberlegungen sind die
berechneten Eigenformen ein weiterer Hinweis darauf, dass das verwendete Modell zumin-
dest plausibel ist. Damit erdfinet sich die Maglichkeit, Uberlastungen einzelner Leiter durch
interne Resonanzanregung zu berechnen und so Defekte zu vermeiden oder aufzuklaren.
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6 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit ist die Randelementmethode als Berechnungsverfahren fiir zwei-
dimensionale Feldprobleme am Beispiel von Leistungstransformatoren untersucht worden.
Durch die Abwicklung der Spulen in den Transformatoren ergibt sich eine ebene Geometrie,
die fiir die Randelementmethode die Grundlage bildet. Wesentlich fiir das Verfahren ist der
Eisenkern, der auch bei realen Transformatoren das magnetische Feld stark in die Kernebene
zieht.

Ausgehend von den Maxwellschen Gleichungen werden Helmholtzsche und Laplacesche Dif-
ferentialgleichungen abgeleitet, die zusammen mit den Stetigkeitsbedingungen an den Grenz-
flachen der modellierten Leiter das zu losende Randwertproblem beschreiben. Als Diskre-
tisterungsschritt sind die Rénder der Leiter in kleine Abschnitte, genannt Randelemente,
eingeteilt worden, auf denen das Vektorpotential und dessen Ableitung in Normalenrich-
tung als konstant angenommen werden. Die Randintegrale entlang der Leiterrdnder gehen
mit dieser Approximation in Summen iiber, die als ein Gleichungssystem fiir'die unbe-
kannten Vektorpotentiale und deren Ableitungen auf den Randelementen angesehen werden
kénnen. Zusitzlich liefert dieses Gleichungssystem fiir jeden Leiter eine weitere, komplexe
Konstante, die als Spannungsabfall entlang dieses Leiters zu interpretieren ist.

Von den berechneten Konstanten ausgehend wird gezeigt, wie daraus die induktiven Kopp-
lungen zwischen Leiterschleifen und ganzen Wicklungen nummerisch zu bestimmen sind.
Damit ist es mdoglich, eine Induktivitdtsmatrix fiir zweidimensionale Transformatormodel-
le zu berechnen. Aus dieser kénnen dann z.B. die Streu- oder Nullinduktivititen ermittelt
werden. Beachtet man auch die ohmschen Anteile, so ergeben sich zusétzlich sogar die
Kurzschlussveriuste. Dabei ist die Genauigkeit, mit der Messwerte reproduziert werden,
bei den ermittelten Streuinduktivititen am gréBten. Abweichungen von unter 1 % sind
moglich, unter 5 % zumindest die Regel. Dabei ist Methode an verschiedenen Bautypen
realer Transformatoren verifiziert worden. Es werden fiir diese Vorausberechnungen aus den
Entwurfsparametern des Herstellers keine Erfahrungsfaktoren benéttigt. Allerdings steigen
die Fehler bei Wicklungen, die nicht in der Nihe der Joche enden, stiirker an. Die Ursache
dafiir diirften Fensterquerfiiisse sein, die mit einem zweidimensionalen Modell nicht genau
genug zu erfassen sind.

Als eine weitere Anwendung kénnen die Wicklungskrifte berechnet werden. Dabei werden
Differenzen in der magnetischen Energie betrachtet, die durch kleine Verschiebungen der
Wicklungen hervorgerufen werden. Wihrend die radialen Normalkréfte etwa bis auf 2 % die
Erfahrungswerte erreichen, treten bei den entlang der Wicklungsachse wirkenden Schub-
kréften nur Ergebnisse mit einem breiteren Toleranzbereich auf. Wiederum sind Querfelder
ausschlaggebend, denn sie rufen die Schubkrifte hervor. Dagegen werden die Normalkrifte
von den wesentlich genauer zu berechnenden Lingsfeldern verursacht. Insgesamt ist das
Verfahren der Kraftberechnung iiber die magnetische Energie vor allem wegen der deut-
lich geringeren Anforderungen an Rechnerressourcen einer Integration der Lorentz-Kraft
iberlegen.

Abschlieend werden die Frequenzginge und Stromverteilungen in den Wicklungen betrach-
tet, die sich bei einer Speisung mit einer Eigenfrequenz des Transformators ausbilden. Dazu
ist die Feldberechnung um eine Netzberechnung ergéinzt worden; sie beriicksichtigt die kapa-
zitiven Kopplungen zwischen den Leitern. Fiir die Erd-, Koppel-, Scheiben- und Lagenkapa-
zitéten konnten teilweise Messwerte verwendet werden, teilweise galt es, Abschitzungen mit

137




einfachen Kondensatorgeometrien zu benutzen. Die ermittelten Frequenzgénge entsprechen
den messtechnisch bestimmten Verliufen von anderen Transformatoren und sind bei nied-
rigen Frequenzen unabhingig von der Modellierung. In den berechneten Frequenzgingen
sind zahlreiche Eigenfrequenzen vorhanden, vor allem im Bereich oberhalb von 1 MHz. Bei
den Eigenfrequenzen bis zu 1 MHz konnten in der Stromverteilung innerhalb der Wicklun-
gen Bigenformen nachgewiesen werden, die mit denjenigen {ibereinstimmen, die in friiheren
Arbeiten gemessen worden sind.

Von grundlegender Bedeutung fiir die in dieser Arbeit dargestellten Rechnungen sind die
verfilgbaren Rechnerressourcen. Zwar ist mit der Randelementmethode vom Ansatz her eine
recht genaue Modellierung bei vertretbarem Speicherbedarf méglich, fiir die vollstindige
Nachbildung eines dreiphasigen Transformators reichen jedoch auch die heute verfiigbaren
Héchstleistungsrechner nicht aus. Dieses wird schon in wenigen Jahren anders sein. Dann
kénnten Modelle mit deutlich mehr Randelementen auf den Leitern berechnet werden, um
die bislang nicht prizise erfassten Querfelder sowie die Zusatzverluste besser bestimmen zu
konnen. Auch sollte dann die Rechner-Hardware, die fiir diese Arbeit benétigt worden ist,
kein Hindernis mehr darstellen, um die Randelementmethode in der Praxis einzusetzen. Eine
Verallgemeinerung des Problems auf drei Dimensionen kann ebenfalls dazu beitragen, die
Felder genauer als bisher zu erfassen, sobald entsprechende Rechenleistung zur Verfiigung
steht.
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A Erlduterung des GauB-Algorithmus auf Blockma-
trixbasis

In diesem Abschnitt wird anhand eines kleinen Beispiels die Funktionsweise und das Spei-
cherplatzverhalten des im Programm REM verwendeten Blockmatrixalgorithmus verdeut-
licht. Zu l6sen ist ein lineares Gleichungssystem, wie es bei der Berechnung eines einphasigen
Transformatormodells unter Beriicksichtigung der Symmetrie entsteht. Als obere Grenze
wihlt man fiir die Anzahl der Blocke den Wert 5. Damit erhilt das sich ergebende Glei-
chungssystem die folgende Struktur:

[an] [0] [oas] [0] [ass) [1] [0]

(0] [az2] [0] [a2a] [225] [z2] (0]
[as1] [ase] [ass] [asa] 0] [-| [=a] | =1 [O] }. . (A
laa] [as] [ass] law] [0] [z4] [0]

0] 0] f[ass] [ase] [ass] [&s] [ass)

In dieser Darstellung kennzeichnet [0] eine Nullmatrix und {a;) einen Matrixblock, der aus
den Eingabedaten bestimmt werden kann. Die gesuchte Lésung besteht aus den Matrix-
blscken [z;]. In der weiteren Rechnung ist [E] eine Einheitsmatrix und mit [b;], [cy], [di]
und [e;] werden neu berechnete Matrixblicke bezeichnet. [h] ist eine Hilfsgrofe, die als
kurzzeitiger Zwischenspeicher dient.

Zur Veranschaulichung des Speicherplatzbedarfs soll die vereinfachende Annahme gemacht
werden, dass alle Matrixblocke gleich grof sind. Dieses ist zwar in der Praxis meistens
nicht exakt der Fall, reicht aber hier aus, um den prinzipiellen Effekt zu verdeutlichen. Als
Vergleich dient ein herkémmlicher Gauf-Algorithmus zur Losung eines linearen Gleichungs-
systems, bei dem alle Matrixblocke bekannt sein miissen und damit Speicher belegen. In
diesem Fall sind das 35 Blockmatrizen. Davon sind 18 am Anfang belegt, 5 gehdren zum
Losungsvektor und die iibrigen 12 sind zunéchst leer.

Es sollen zwei Fille unterschieden werden: Zum einen die vollstindige Ldsung des Glei-
chungssystems, wie sie etwa fiir die Berechnung der Felder oder Stréme an einer beliebigen
Stelle der zy-Ebene benstigt wird, und zum anderen die Teillésung, bei der nur [z;] be-
stimmt wird wie bei der Streuinduktivitdtsberechnung. Der Speicherbedarf im ersten Fall
wird mit V', der im zweiten Fall mit T bezeichnet.

In beiden Féllen wird zuniichst die ersten Zeile mit der Inversen des Matrixblockes [a1,]
multipliziert. Dabei wird aus [a11] die Einheitsmatrix [E], also muss diese Rechnung nicht
ausgefiihrt und das Ergebnis — {E] - nicht gespeichert werden. Auf diese Weise werden Zeit
und Speicherplatz gespart. Analog ergeben die Multiplikationen des Inversen von [a;;] mit
den Nullmatrizen in den Spalten 2 und 4 wieder Nullmatrizen, die ebenfalls weder berechnet
noch gespeichert werden miissen. Im Detail werden die Operationen 1 bis 9 durchgefiihrt.

Nr. | Operation VT
1 | Erzeuge [a1] 111
2 | Berechne [by;] = [a1]™! 2] 2
3 | Losche [a11] 111
4 | Erzeuge [ai3) 212
5 | Berechne [bi3] = [by]-[as] | 3| 3
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Nr. | Operation

Losche [a;3]

Erzeuge [a;5]

Berechne [by5] = [b11] - [a15)
Losche [a15],[b11]

© 0~ >»
o oR W o
o w oS

Tabelle A.1: Bearbeitung der ersten Zeile des Gleichungssysterns.

Damit bekommt die erste Zeile der Matrix des linearen Gleichungssystem die Gestalt

([E] [0 (o] [0] [bus] ). (A2)

In einem weiteren Schritt miissen in der ersten Spalte iiberall unterhalb der erste Zeile
Nullblgcke erzeugt werden. Dazu werden nur die Zeilen 3 und 4 bearbeitet, weil in den
anderen Zeilen in der Spalte 1 bereits eine Nullmatrix steht. Zur Erzeugung von Nullmatrizen
in der ersten Spalte zieht man ein entsprechendes Vielfaches der ersten Spalten von den
betreffenden Spalten ab. Auch dabei werden die Rechenvorteile ausgenutzt, die sich durch
Nullmatrizen ergeben.

Nr. | Operation
10 | Erzeuge [a3]
11 | Berechne [A] = {a31] - [b13]
12 | Erzeuge [as3)
13 | Berechne [by;] = [aza] — [A]
14 | Losche [h],[aas)]
15 | Berechne [h] = [aa] - [b15]
16 | Berechne [bss] = —[h]
17 | Losche [A],{as1]
18 | Erzeuge [aq]
19 | Berechne [h] = [as;] - [b1a)
20 | Erzeuge [ag3)
21 | Berechne [bg3] = lass] — [h]
22 | Losche [h],[a43]

22a | Losche [by3]

23 | Berechne [h} = [a4] - {b15)
24 | Berechne [bys] = —[h]

25 | Losche [A],[a4i]

25a | Losche [bys)

D DO DD DD DGR DG T
R R = Y, = - B R N G, S S N R N

Tabelle A.2: Erzeugen von Nullen in der ersten Spalte.

Die Operationen 22a und 25a werden dann ausgefiihrt, wenn nur die Teillésung [z5] bestimmt
werden soll. Nachdem in der ersten Spalte Nullmatrizen erzeugt worden sind, ergibt sich als
Zwischenergebnis das Gleichungssystem
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(E] (0] [bws] [0] [bws] [z1] [0]

(0] [aze] [0] [az4] [a0s] 23 (0]

(0] [asa] [baa] fase] [bss] |- | [xs] | =] [O] |. (A3)
(0] [as] [bas] [aas] [bas] [z4] [0l

O] (0] [ass] [ase] [ass) [z5] [ase]

Fiir alle weiteren Zeilen und Spalten wiederholt sich das bisher fiir die erste Zeile und
Spalte geschilderte Vorgehen. So wird die zweite Zeile folgerichtig mit dem Inversen von
[aze] multipliziert.

<

Nr. | Operation

26 | Erzeuge [ags)

27 | Berechne [bgg] = [ag2]™?

28 | Lésche {ags)

29 | Erzeuge [an]

30 | Berechne [bay] = [b22] - [a24]
31 | Lasche [aq4]

32 | Erzeuge [ags]

33 | Berechne {bos] = [bao} - [a2s]
34 | Losche [ags),[b2]

—
00 O W 0o W 0~ o I

R R R R R R S

Tabelle A.3: Bearbeitung der zweiten Zeile des Gleichungssystems.

Analog zur ersten Zeile nimmt damit die zweite Zeile die Form

([0] [E] [0] [bae] [bns] ) | (A4)

an. Auf diese Weise kénnen in der zweiten Spalte unterhalb der zweiten Zeile Nullmatrizen
erzeugt werden.

Nr. | Operation VT
35 | Erzeuge [asg) 9, 7
36 | Berechne [h] = [as2] - [baa] | 10| 8
37 | Erzeuge (a4 11 9
38 | Berechne [by] = [asa] — [h] | 12 | 10
39 | Losche [h],[az4] 10| 8
40 | Berechne [h] = {a3s] - [bos] 11| 9
41 | Berechne [c35] = [bss] — [h] | 12 | 10
42 | Losche [A],[bss],[as0] 91 7
43 | Erzeuge [ag] 10| 8
44 | Berechne [h] = [agn] - {bad] |11} 9

44a | Losche [byy) 1| 8
45 | Erzeuge [a44) 1219
46 | Berechne [byy] = [agg] — [h] | 13 | 10
47 | Lasche [h],[aqs] 1] 8
48 | Berechne [h] = [aao] - [bos] | 12| 9
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Nr. | Operation V| T
49 | Berechne [cy5] = [b4s) — [A] | 13 | 10

49a | Lésche [bos)] 131 9
50 | Losche {h),{as], {bss] 10| 6]

Tabelle A.4: Erzeugung von Nullen in der zweiten Spalte.

Wie schon zuvor werden die Operationen 44a und 49a nur bei der Teillssung des linearen
Gleichungssystems durchgefiihrt. Inzwischen ist ein maximaler Speicherbedarf mit 13 bzw.
10 Einheiten erreicht worden. Das Gleichungssystem nimmt jetzt die folgende Gestalt an:

(E] (0] [bw] [O] [ns] [21] (0]

(0] [E] [0] [boa] [b2s] [z,) (0]

{0 [0] f[bsa] [bsa] [css] |- | [2s] | =1 [0} |- (A.5)
(0] [0] [bas] [bas] [ess] [zd] [0]

o] [0] [ass] [as4] [ass] (5] [ass)

Anschliefilend werden nun die dritte Zeile und Spalte bearbeitet.

Nr. | Operation 14
51 | Berechne [c33] = [b33] 7! 11
52 | Losche [b'n] 10
53 | Berechne [c34] = [c33] - [b34] | 11
54 | Losche [b34] 10
55 | Berechne [d3s] = [cas] - [cas) | 11
56 | Losche [caa],[cas] 9

57 | Berechne [A] = [bss] - [c34] | 10
58 | Berechne [cqq] = [bag] — [H] | 11
59 | Losche [h},[bm] 9
60 | Berechne [h] = [ag3] - {ds5] | 10
61 | Berechne {dys] = [css] — [B] | 11
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62 | Lasche [h],[bg3),[cas) 8
63 | Erzeuge [ass] 9
64 | Berechne [A] = [as3) - [c34) | 10
64a | Losche [c3q) 10
65 | Erzeuge [as4] 11
66 | Berechne [bss] = [as4) ~ [A] | 12
67 | Losche [h],[as4) 10
68 | Erzeuge [ass] 11
69 | Berechne [h] = [as3] - [das] | 12
69a | Losche [das) 12
70 | Berechne [bss] = [ass] — [h] | 13
71 | Lésche [h],[as3),[ass] 10

Tabelle A.5: Bearbeitung der dritten Zeile einschlielich Erzeugung
von Nullen in der dritten Spalte.
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Auch bei diesem Schritt sind die Operationen 64a sowie 69a nur bei einer Teilldsung des
linearen Gleichungssystems auszufiihren. Nach der dritten Iterationsstufe ergibt sich

[E] [0] [bws] [0] [bus] 1] [0}
(0] [E] [0] [b2a] [bs) ) (0]
] 0] [BE] lesa] [das] | -] [zs] | =1 [0] (A.8)
O] [0 [0] [caa] [das] (4] [0]
[0f [0] [0] [bsa] [bss) [zs] [ase]

fiir das Gleichungssystem. Ab jetzt nimmt der Speicherbedarf langsam ab. Die nun durch-
zufithrende Bearbeitung der vierten Zeile und Spalte ist schon deutlich kiirzer.

Nr. | Operation VI|T
72 | Berechne [dg] = [c4a] ! 11]5
73 | Lische [cad] 10 4
74 | Berechne [645] = [d44] . [d45] 11 5
75 | Losche [dyg],[das)] 913
76 | Berechne [h] = [bsq] - [eas] |10 | 4

76a | Losche [eqs) 1013
77 | Berechne [cs5] = [bss] — [R] | 11| 4
78 | Losche [h][bsa], bss) 811

Tabelle A.6: Bearbeitung der vierten Zeile einschliefilich Erzeugung
von Nullen in der vierten Spalte.

Wieder wird die Operation 76a nur bei der Teilldsung des linearen Gleichungssystems aus-
gefiihrt. Vor dem letzten Iterationsschritt hat das Gleichungssystem die Form

(E] [0] [bws] [0] [bus) [z1]) (0]

0] [B] [0] [baa] [bos] [22)] (0]

(0] [0] [E] [esa] {das] [+ | [zs] [ =] 0] (A7)
0] [0] [0 [B] [ess) (z4] 0]

o [ o] [0 fess) [s] [ase]

Mit den anschlieBenden Operationen ist das Gleichungssystem so weit gelést, dass [zs] be-
stimmt werden kann.

Nr. | Operation ) viT
79 | Berechne [dss] = [css]™* 92
80 | Losche [css) 8|1
81 | Erzeuge [ase) 932
82 | Berechne [bsg] = [dss) - [dss] | 10 | 3
83 | Losche [ass},[d55] 8|1

Tabelle A.7: Bearbeitung der letzten Zeile des Gleichungssystems.
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In der Form
[E] [0] [bm] [O] [515] [Il} [0]
[O] [E} [0] {524] [b25] {zz] [O]
(0] [0] [E] lesa] [das] || [zs] | =1 [0} |- (A8)
(0 [o] [0] [E] [ess] (z4] (0]
(0 [0} [o] [o] [E] (2] [bs6)

kann man [z5] = [bss] direkt ablesen. Will man auch noch [z;] bis [z4] berechren, so sind
auch oberhalb der Diagonalen Nullmatrizen zu erzeugen. Da diese Operationen nur noch
fiir die vollstindige Losung des Gleichungssystems relevant sind, ist der Speicherbedarf fiir
die Teillésung T nicht mehr angegeben. ‘

Nr. | Operation Vv
84 | Berechne [h] = [e4s] - [bss]
85 | Berechne [byg] = —[h] 1

86 | Losche [h],[eqs]
87 | Berechne [h] = [das] - [bss]
88 | Berechne [bss] = —[h] 1

89 | Losche [h],[dys)]

90 | Berechne [h] = [bos] - [bss]

91 | Berechne [bys] = —~[h] 1

92 | Losche [h],[bos]

93 | Berechne {h] = [bys] - [bss]

94 | Berechne [byg] = ~[h]

95 | Losche [h],[b15]

96 | Berechne [h] = [ca4] - [bas)

97 | Berechne [c36] = [b3s] — [R] | 1

98 | Losche [h],[bas),[ca4]

99 | Berechne [h] = [bas] - [b46]
100 | Berechne [cy5] = [bos) — [A]
101 | Losche [A],[bos],[co4]

102 | Berechne [A] = [by3] - [e36)
103 | Berechne [ci6] = [bis) — [h)
104 | Lésche [h],[b13],[016]

[y
SO0 ~ 1 OO WO 0 JO OO WWOo O W OWOomoWw

Tabelle A.8: Erzeugung von Nullen oberhalb der Diagonalen.

In der nun vorliegenden Form

[E] o] [0] [0] [0] [z1] [e16]
(o] [(E] [0] [o] [o] [z2] [c26]
(0] o] (B] [0] (0] |- [ws] | =] leas] |- (A.9)
(o] (o] [o] [E] [0] [z4] [b46]
(0] [o] [o] [o] [F] [s] [bss]

kann die komplette Losung des Gleichungssystems abgelesen werden.

144



A Erliuterung des Gaufl-Algorithmus auf Blockmatrixbasis

Speichereinheiten

PR S NI}

O_ANW AR NRO©

Operationskette

Bild A.1: Vergleich des Speicherbedarfs bei einer volistindigen Losung des linearen Gleichungssystems (V')
mit dem bei der alleinigen Bestimmung von [zs] (T'). Zunichst bendtigen beide Rechnungen den gleichen
Speicher. Im weiteren Verlauf der Operationskette sinkt T' schneller als V.

Es zeigt sich, dass eine vollstindige Lésung des Gleichungssystems eine um etwa 25 % lingere
Operationskette bendtigt als die Teilldsung, bei der nur der unterste Block im Losungsvektor
bestimmt wird. Relevant fiir die Rechenzeit sind jedoch nur einerseits die Matrizenmultipli-
kationen, die etwa 90 % des Rechenzeitbedarfs ausmachen, der bei der Lsung grofier Glei-
chungssysteme entsteht. Andererseits entfallen ungefihr 8 % auf die Inversionen, wahrend
die Subtraktionen, das Erzeugen der Matrizen und der ganze Rest des Programms die ver-
bleibenden 2 % der Zeit benstigen. Unter diesem Gesichtspunkt muss man die Anzahl der
Matrizenmultiplikationen und -inversion vergleichen. Dié vollstindige Losung des linearen
Gleichungssystems enthélt insgesamt 33 dieser Operationen, die Teilldsung nur 26. Auch
hier betragt die Ersparnis etwa 25 %. Diese Zahlen lassen sich mit einem Gaufl-Algorithmus
vergleichen, der im herkdmmlichen Verfahren ohne Kenntnis von Null- und Einheitsmatrizen
und den damit einher gehenden Rechenvorteilen arbeitet. Gema8l [10] bendtigt der Gau$-
Algorithmus $n® Multiplikationen und Divisionen, bei der vorliegenden Dimension n = 5
also etwa 42. Dazu weist das hier verwendete Verfahren eine Ersparnis von 21 % bei der
vollstindigen und 32 % bei der teilweisen Losung des Gleichungssystems auf.

Wesentlich interessanter sind jedoch die Aussagen {iber den Speicherbedarf, der bei den im
Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Rechnungen iiberwiegend die Engpassgrofie darstellt.
Wiihrend fiir einen Ldsungsalgorithmus, der das ganze System im Speicher hilt, 35 Einheiten
Speicher benétigt werden, verbraucht der Blockmatrixalgorithmus nur 13 Einheiten fiir die
vollstindige Losung und maximal 10 Einheiten fiir die Teillésung zur Bestimmung des letzten
Blockes im Losungsvektor. Das entspricht einer Reduktion auf 35 % bzw. unter 29 % des
urspriinglichen Speicherbedarfs. Der jeweils bendtigte Bedarf im Verlauf der Operationskette
ist Abbildung A.1 zu entnehmen.
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B

Verwendete Rechner

Fiir die in dieser Arbeit durchgefiihrten Berechnungen sind vier Rechner verwendet worden.
Um aus den Angaben zur Rechenzeit Abschidtzungen fiir andere Rechner ableiten zu kinnen,
sollen in diesem Anhang die im Text nur benannten Rechner genauer beschrieben werden.
Grundsétzlich beziehen sich alle genannten Rechenzeiten auf die ben&tigten CPU-Zeiten,
also die Summe der Rechenzeiten aller verwendeten Prozessoren.

e Hewlett-Packard V2250

Der Parallelrechner der Universitit der Bundeswehr Hamburg ist mit 16 PA-Risc 8200-
Prozessoren mit 240 MHz Taktfrequenz und 8 Gigabytes Hauptspeicher ausgestattet.
Einzelne Rechnungen sind mit 6 CPUs und bis zu 4 Gigabytes RAM durchgefiihrt wor-
den. Regelmiflig stand Auslagerungsspeicher bis maximal 15 Gigabytes zur Verfiigung,
so dass die grofiten Rechnungen auf dieser Anlage nicht durchgefiihrt werden konnten.

Auf dieser V-Klasse wie auch auf den anderen Rechnern von Hewlett-Packard ist die
Mathematikbibliothek MLIB von Hewlett-Packard fiir die Multiplikation und Inversi-
on von Matrizen verwendet worden(vgl. {25]). Diese Bibliothek ist fiir die entsprechen-
den Rechner optimiert und parallelisiert automatisch. Verbesserungen an der MLIB
haben im Laufe dieser Arbeit zu einem erheblichen Leistungszuwachs gefiihrt.

NEC SX-4

Auf zwei Rechnern dieses Typs am Hochstleistungsrechenzentrum Stuttgart konnten
maximal 16 CPUs und 4 Gigabytes RAM genutzt werden. Zusatzlich standen etwa ein
Gigabyte an speziellem Expansionsspeicher sowie unbeschrinkter Festplattenplatz zur
Verfiigung. Aufgrund des beschrinkten Rechenzeitkontingents und langer Wartezeiten
sind diese Rechner nicht ihrer Leistungsfihigkeit entsprechend verwendet worden.

Da zum Zeitpunkt der Implementation auf der NEC SX-4 keine parallelen Mathema-
tikbibliotheken zur Verfiigung standen, mussten einfache selbstentwickelte Multiplika-
tions- und Inversionsroutinen fiir parallele Berechnungen verwendet werden.

Hewlett-Packard N4000

Dieser Server des Fachgebiets fiir Elektrische Energieversorgung und Hochspannungs-
technik im Fachbereich Elektrotechnik der Universitit der Bundeswehr Hamburg ist
mit 2 CPUs vom Typ PA-Risc 8500 mit 360 MHz Taktfrequenz sowie 4 Gigabytes
RAM ausgestattet, die komplett genutzt worden sind. Weiterhin waren bis zu 140 Gi-
gabyte tempordrer Auslagerungsspeicher auf der Festplatte nutzbar. Deshalb sind die
groften Rechnungen auf dieser Maschine durchgefithrt worden.

Hewlett-Packard L2000

Der Applikationsserver des Fachgebiets fiir Elektrische Energieversorgung und Hoch-
spannungstechnik ist nur fiir wenige kleinere Berechnungen eingesetzt worden, um den
Benutzerbetrieb nicht zu beeintrichtigen. Er ist mit 4 PA-Risc 8500-Prozessoren mit
einer Taktfrequenz von 440 MHz ausgeriistet. Die 4 Gigabyte Hauptspeicher sind nicht
ausgenutzt worden.
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